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Abstract

In the field of Computational Fluid Dynamics (CFD) the Navier-Stokes equation is used to
describe the flow behavior of fluids and gases. For the modeling of turbulent flows the Navier-
Stokes equation is extended to the Reynolds-Averaged-Navier-Stokes equation (RANS) by
applying a filter operator. Since this leads to an unclosed system of partial differential equati-
ons, the k-e turbulence model is used to approximate the so-called Reynolds stress tensor and
to close the system of equations.

The main interest of this work is the modeling of a second, immiscible dispersed phase which
is surrounded by the fluid. Therefore, a population balance equation (PBE) is derived to des-
cribe the drop distribution of the second fluid during the mixing process in a stirrer. The PBE
is solved using the Quadrature Method of Moments (QMOM) whereas the coalescence and
breakage of drops during the mixing process are modeled via integral terms which appear as
source terms of the PBE.

In the second part of this work, the derived equations are used to simulate the flow beha-
vior during the mixing process in a two-dimensional stirrer. For this, the partial differential
equations are formulated in cylindrical coordinates and discretized in space using the Method
of Finite Differences. Furthermore, the instationary part of the equations is discretized with
the explicit EULER Method. To complete the modeling of the stirrer, boundary conditions for
the velocity @ and the k-e model are presented and the rotating of the stirring staff is realized
by rotating coordinates.

The modeling and the implementation are evaluated by numerical tests in the last chapter.



1 Einleitung

1.1 Problemstellung und Motivation

In vielen technischen Anwendungen wie beispielsweise der chemischen und pharmazeutischen
Industrie aber auch in der Olindustrie spielt das Mischen zweier nicht-mischbarer Fliissigkei-
ten in einem Riihrer eine zentrale Rolle. Da experimentelle Untersuchungen sehr teuer sein
kénnen und auch nur begrenzt Einblick in die Stromung gewéhren, ist man daran interessiert,
das Stromungsverhalten der Fluide numerisch zu simulieren. Des Weiteren erhofft man sich
durch die numerischen Ergebnisse den Prozess des Vermischens zu optimieren, in dem Sinne,
dass durch Vorgabe der Drehgeschwindigkeit des Riihrstabs ein gewiinschter Zustand im Riih-
rer moglichst schnell erreicht wird (Zustandseinstellung).

Nimmt man an, dass eines der Fluide in einem deutlich niedrigeren Anteil vorliegt, so kann
das Gemisch in dem Riihrer in eine disperse Phase und eine kontinuierliche Phase unter-
teilt werden. Die disperse Phase (Dispersion) ist hierbei das niedriger konzentrierte Fluid. Sie
ist deutlich von der kontinuierlichen Phase abgetrennt und liegt in Tropfen unterschiedlicher
Grofe innerhalb der umgebenen kontinuierlichen Phase vor (siche Abbildung 1). Es wird an-
genommen, dass sie das Stromungsverhalten des Gemischs im Wesentlichen nicht beeinflusst.

Diese Bachelorarbeit befasst sich mit der Modellierung und Simulation von Dispersionen in tur-
bulenten Stromungen. Die zur Beschreibung des Stromungsverhaltens innerhalb des Riihrers
hergeleiteten Gleichungen werden im zweiten Teil dieser Arbeit fiir die numerische Simulation
eines vereinfachten zweidimensionalen Riihrermodells verwendet.

Abbildung 1: Modellierung und Simulation von Mischvorgéngen in einem Riihrer

Zur Beschreibung des Stromungsverhaltens eines Fluids wird zunédchst die Navier-Stokes Glei-
chung hergeleitet und fiir turbulente Stromungen zur so genannten Reynolds-Averaged-Navier-
Stokes Gleichung erweitert. Um dieses System abzuschliefsen, werden zwei weitere Trans-
portgleichungen fiir die turbulente kinetische Energie k sowie die Dissipation e eingefiihrt
(k-e Turbulenzmodell).



Die Beschreibung der zweiten, unloslichen Fliissigkeit erfolgt iiber so genannte Populations-
Bilanz Gleichungen (PBE), die die Verteilung der Tropfengréfe innerhalb des umgebenen
Fluids beschreiben. Hierzu wird eine allgemeine PBE zunéchst hergeleitet und anschliefend
die Modellierung des Tropfenzerfalls und -entstehens wahrend des Riithrvorgangs auf der rech-
ten Seite der PBE als Anregung beriicksichtigt. Dies geschieht basierend auf experimentellen
Untersuchungen von Coulaloglou und Tavlarides [3].

Fiir die numerische Simulation werden die partiellen Differentialgleichungen im Ort mit der
Finiten-Differenzen Methode und in der Zeit mit der expliziten EULER-Methode diskretisiert.
Hierfiir werden die Gleichungen zunéchst in Zylinderkoordinaten formuliert.

Aufserdem werden numerische Tests fiir unterschiedliche Reynolds-Zahlen zur Validierung
durchgefiihrt.

1.2 Einordnung der Arbeit in den wissenschaftlichen Kontext

Die Modellierung turbulenter Stromungen durch die RANS-Gleichung gekoppelt mit dem
k-e Modell gehort zu den Standardverfahren in der Numerischen Fluiddynamik (CFD). Das
sogenannte Standard k-e Modell wird dabei aus [43] iibernommen und ist fiir grofe Reynolds-
Zahlen giiltig. Das k-¢ Modell gehort zu den géngigen Turbulenzmodellen. Fiir die numeri-
sche Simulation ist die Verwendung einer Finiten-Differenzen Diskretisierung, sofern es die
geometrischen Anforderungen zulassen, ein tiblicher Ansatz, inbesondere weil Aussagen iiber
die Konvergenzordnung des Verfahrens bekannt sind (siehe beispielsweise [20, Kap. 3]). Die
Anwendung von CFD-Techniken zur Simulation von Riithrvorgéngen wurde bereits in den
Arbeiten [9] und [35] beschrieben. Als wesentliche Schwierigkeit gestaltet sich hierbei die Rea-
lisierung der anspruchsvollen Geometrie des Riihrers, wie beispielsweise die Arbeiten [9] und
[32] zeigen. Als Standardwerk im Bereich der CFD in der Verfahrenstechnik gilt unter ande-
rem das Buch von A. Paschedag [28].

Die Modellierung einer zweiten, dispersen Phase innerhalb der Stromung kann beispielsweise
durch die in [41] vorgestellten Mehrphasenmodelle realisiert werden. Hierbei werden die Glei-
chungen, die die Stromung beschreiben, fiir jede Phase einzeln aufgestellt. Ein zweiter Ansatz
zur Beschreibung der dispersen Phase ist das Aufstellen einer Populations-Bilanz Gleichung
(PBE). Diese werden ausfiihrlich in [7] und [29] behandelt und verfolgen den Ansatz, die di-
sperse Phase durch die Verteilung ihrer Tropfen zu beschreiben.

Fiir die numerische Losung der PBE gibt es verschiedene Methoden, die beispielsweise in [4]
vorgestellt werden. Die unterschiedlichen Methoden kénnen in die Klassenmethoden (MOC)
[16] und die Momentenmethode (MOM) [11] eingeteilt werden. Die hier verwendete Quadratur-
Momenten Methode (QMOM) ist eine Variante der MOM und wird in [25] ausfiihrlich beschrie-
ben. Eine weitere Variante der MOM wurde beispielsweise vor kurzem in den Open Source
Code OPENFOAM [36] implementiert. Allerdings steht in OPENFOAM kein Netzgenerierer zur
einfachen Diskretisierung von Riihrergeometrien zur Verfiigung.

Gegenstand aktueller Forschung ist die mathematische Modellierung sowie das genaue Ver-
stdndnis von Tropfenbruch und -koaleszenz [23|. Diese beiden gegenlaufigen Prozesse werden
in den Quelltermen der PBE beriicksichtigt und beeinflussen mafgeblich das Simulationsver-
halten. Zur Beschreibung von Zerfall und Koaleszenz von Tropfen wurde eine Vielzahl von



Modellen entwickelt, die in [18] und [19] zusammengefasst sind.

Zur Validierung dieser Modelle werden in der Regel verfahrenstechnische Untersuchungen in
einem Zerfallskanal herangezogen. Inwiefern diese Ergebnisse auf einen Riihrbehélter iiber-
tragbar sind, haben beispielsweise experimentelle Untersuchungen von [22]| gezeigt.

1.3 Gliederung

In dieser Bachelorarbeit wird in Kapitel 2 zunéchst die Navier-Stokes Gleichung (NSE) aus
der Massen- und Impulsbilanz fiir inkompressible NEWTON-Fluide hergeleitet. Um turbulente
Stromungen zu modellieren, werden zusétzlich Filterungsoperatoren auf die NSE angewandt,
was auf die Reynolds-Averaged-Navier-Stokes Gleichung (RANS) fiihrt. In der RANS Glei-
chung tritt als zusétzlicher Term der so genannte Reynolds’sche Spannungstensor auf, der mit
Hilfe des k-e Turbulenzmodells approximert wird.

Das Hauptinteresse dieser Arbeit liegt in der Modellierung und Simulation von Populations-
Bilanz Gleichungen (PBE), die das Verhalten einer zweiten, dispersen Phase innerhalb des
Fluids beschreiben. Die hergeleitete PBE wird mit Hilfe der Quadratur-Momenten Methode
(QMOM) in ihren Momenten gelést und zur Modellierung der Quell- bzw. Senkterme wird ein
Tropfenmodell nach Coulaloglou und Tavlarides verwendet.

Die Modellierung fithrt auf ein System gekoppelter partieller Differentialgleichungen.

In Kapitel 3 der Arbeit werden die hergeleiteten Gleichungen zur Simulation von Misch-
vorgéangen in einem zweidimensionalen Riithrer angewendet. Hierfiir werden die Gleichungen
zunéchst in Polarkoordinaten transformiert und im Ort mit der Finiten-Differenzen Metho-
de diskretisiert sowie anschliefsend in der Zeit mit der EULER-Methode integriert. Dariiber
hinaus werden spezielle Randbedingungen fiir den Riihrer diskutiert und eine algorithmische
Umsetzung der Drehbewegung des Riihrstabs préasentiert.

Zur Validierung der Modellierung und der numerischen Methoden werden in Kapitel 4 nu-
merische Tests fiir unterschiedliche Reynolds-Zahlen durchgefiihrt.

Abschlieftend wird ein kurzer Ausblick auf die Nutzung des entstandenen Strémungslésers zur
Kontrolle einer gewiinschten Tropfenverteilung durch Steuerung der Drehgeschwindigkeit w
gegeben.



2 Mathematische Modellierung

Die folgende Modellierung von Dispersionen in turbulenter Stromung beschréankt sich auf Ge-
biete @ C R? mit d = 2 oder d = 3, an die hinreichende Glattheit gefordert wird, so dass der
Integralsatz von Gauft anwendbar ist (sieche Anhang A.1). Dariiber hinaus soll eine instationare
Simulation der Strémung modelliert werden, so dass auferdem ein Zeitintervall 7' = [0, Tepqd]
eingefiihrt wird. Die betrachteten physikalischen Groéfsen sind dann auf dem Produktraum
Q x [0, Teng] definiert.

Um die Stromung innerhalb des Gebiets € zu beschreiben, sei die Geschwindigkeit des Fluids
7:Qx T — R? sowie der Druck 7 : @ x T — R und die Dichte p : Q@ x T — R des
Fluids in Analogie zu [2, Kap. 1] eingefiithrt. Da in dieser Anwendung von inkompressiblen
Fluiden ausgegangen wird, wird im Folgenden die Annahme p(Z,t) = const = p. getroffen.
Es wird dariiber hinaus die Annahme getroffen, dass es sich bei dem simulierten Fluid um
ein NEWTON-Fluid handelt, also um eine Fliissigkeit, deren Scherspannung proportional zur
Schergeschwindigkeit ist (Definition nach [31, S. 20]).

Zur Beschreibung inkompressibler Stromungen wird in diesem Kapitel zunéchst die Navier-
Stokes Gleichung nach [2] hergeleitet und diese fiir turbulente Stromungen in die sogennan-
te Reynolds-Averaged-Navier-Stokes Gleichung (RANS) iiberfiihrt. Das System der RANS-
Gleichungen ist nicht abgeschlossen, weshalb das in [43| vorgestellte k-e Turbulenzmodell ver-
wendet wird. Das Hauptinteresse dieser Arbeit ist die Modellierung der Tropfenverteilungen,
wenn man eine zweite, nicht-mischbare Fliissigkeit im Gebiet € annimmt. Hierfiir wird eine
Populations-Bilanz Gleichung (PBE) fiir die Anzahl-Dichtefunktion ¢ aufgestellt und in ihren
Momenten geldst. Dieses Vorgehen basiert auf der Arbeit von D. Marchisio [24] und wurde
unter anderem bereits in [32| verwendet.

2.1 Die Reynolds-Averaged-Navier-Stokes Gleichung (RANS)

Die Navier-Stokes Gleichung (NSE) ist ein System gekoppelter, partieller Differentialgleichun-
gen (PDE) und beschreibt das Stromungsverhalten von Fliissigkeiten und Gasen. Zur Her-
leitung der NSE wird im Folgenden die Annahme der Massenerhaltung verwendet sowie die
Impulsbilanz nach dem zweiten NEWTON’schen Gesetz aufgestellt. Zur Modellierung von Tur-
bulenz werden im Weiteren Filterungsoperatoren eingefiihrt und auf die NSE angewendet. Dies
fiihrt auf die RANS-Gleichung. Die Herleitung der NSE iiber Massen- und Impulsbilanz orien-
tiert sich an verschiedenen Kapiteln aus [2, 33, 34|, eine Einfiihrung in Turbulenzmodellierung
ist beispielsweise in |8, Kap. 10| gegeben.

2.1.1 Herleitung der Navier-Stokes Gleichung fiir inkompressible NEwTON-Fluide

Die Masse M eines Fluids in einem Gebiet 2 ist definiert iiber das Integral der Dichte des
Fluids, also M := [, p(Z, t) dZ. Wie in Abbildung 2 angedeutet, bedeutet Massenerhaltung
im Gebiet €, dass die zeitliche Anderung von M gleich der Bilanz aus herein- und hinaus-
fliefsendem Fluid ist, sofern angenommen wird, dass innerhalb des Gebiets keine Quellen und
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Senken existieren:
d

i [eavaz=— [ p@oaeo-ad,
dt Jo 80

wobei 71 der nach aufen zeigende Normalenvektor auf 0€2 ist, so dass die rechte Seite der
obigen Gleichung bilanziert, wieviel Masse {iber den Rand des betrachteten Gebiets fliefst.
Nach dem Integralsatz von Gauk [15] ist dies dquivalent zu:

9p

o ot + div(pa) dZ = 0.

Da diese Gleichheit fiir beliebige Gebiete 2 gilt, kann folgende Gleichung gefolgert werden:
g? + div(pu) = 0,

die als differentielle Form der Massenerhaltung bzw. Kontinuitidtsgleichung bekannt ist,
siehe [2, S. 3.

Unter der Annahme, dass das Fluid inkompressibel ist, p(Z, t) = p., folgt die bekannte Glei-
chung der Divergenzfreiheit der Stromung:

divd = 0. (1)

|

=1

o0

Abbildung 2: Bilanzierung des Massenstroms tiber den Rand des Gebiets §2 nach [2]

Die Herleitung der NSE erfolgt iiber die Impulsbilanz, wobei die aus der Kontinuitdtsglei-
chung folgende Divergenzfreiheit der Geschwindigkeit verwendet wird.

Der Impuls [ eines starren Korpers ist definiert als Produkt aus Masse und Geschwindigkeit.
Im Falle eines Fluids sind diese beiden Gréfsen zeit- und ortsabhingig und man definiert den
Impuls daher als:

I(t) == /Q p(Z, 0)@(Z, 1) d.

Nach dem zweiten NEWTON’schen Gesetz ist die Anderung des Impulses gleich der Summe
aller angreifenden Krifte, vgl. [2, S. 16]:
d

%[(t) = Z angreifende Krafte =: Fyp + Fyf
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Die auf das Fluid wirkenden Kréfte kénnen dabei in zwei Arten aufgeteilt werden:

e Volumenkrifte:
In dieser Anwendung wird ausschlieflich das Eigengewicht des Fluids als Volumenkraft
angenommen, so dass Fyr = [, p(Z, t)§(Z,t) d gilt, wobei § der Vektor der Erdbe-
schleunigung im gewahlten Koordinatensystem ist. Dieses wird in Kapitel 3 genauer
spezifiziert.

o Oberflichenkrifte:
Als Oberflachenkrifte seien hier Druck und Reibung angenommen, die durch das Integral
Fg = [,q0(Z,t)7 ds reprisentiert werden, wobei o als Spannungstensor bezeichnet
wird.

Der Spannungstensor o bei einem NEWTON’schen Fluid ist gegeben durch:
o:=—7mkE3+ T, 7= Mdiv 4 F3 + 2ud, (2)

wobei A und p Materialeigenschaften sind, die vom Ort abhingen kénnen und w der zuvor
eingefiihrte Druck des Fluids ist. In der obigen Formel wird aufserdem der Verzerrungstensor
§ 1= (Vi + (Vi)T) verwendet, so dass tatsichlich Druck und Reibung modelliert werden.

Fiir die Impulsbilanz folgt somit:

d/p(:f, 1a(z, 1) d:‘c‘:/p(:f, 137, ) df+/ o(Z, ) ds.
dt Jo Q a0

Wendet man auf der linken Seite dieser Gleichung das Reynolds’sche Transporttheorem (siehe
Anhang A.2) an und auf der rechten Seite erneut den Satz von Gauf (siehe Anhang A.1), so
erhélt man in differentieller Form:

0
—(p) + (4 - V)(pi) + (pt) div 4 —pg — div o = 0.
ot ———

=0 nach (1)

Setzt man jetzt (2) ein, so ergibt sich:

0

E(pﬁ) + (i - V)(pii) — pg + Vr — VA div 4 — div (Vi + (V@) T) = 0.

=0 nach (1)

Verwendet man wieder die Annahme, dass es sich um inkompressible Fluide handelt, so kann
die obige Differentialgleichung durch p. geteilt werden. Mit der formalen Skalierung p := ﬁ
ergibt sich insgesamt die NSE mit der Nebenbedingung, dass die Stromung divergenzfrei ist:

d
577+ (8- V)i + Vp — div v(Vi+ (Vi)T) -G =0, (3)

div i = 0. (4)

Hierbei wird auferdem die kinematische Viskositédt des Fluids v := /% geméaf [31, S. 20]
definiert, wobei zu beachten ist, dass diese hier als ortsabhingig angenommen wird.

12



2.1.2 Turbulenz und Filterungsoperatoren

Im Folgenden werden die zu modellierenden Stromungen als turbulent angenommen. Damit ist
ein Stromungsverhalten gemeint, dass unvorhersehbar und chaotisch ist und zur Ausbildung
von Wirbeln unterschiedlicher Grofe fiihrt. Um insbesondere die mikroskopische Struktur sol-
cher Stromungen hinreichend genau aufzulGsen, wire lokal ein sehr feines Netz erforderlich,
was in technischen Anwendungen die heutigen Rechenleistungen tiberschreitet. Nach Kolmo-
gorov [14] kann fiir grofe Reynolds-Zahlen eine kleinste Langenskala fiir die Betrachtung von
turbulenter Strémung angegeben werden.

Daher verwendet man in der Turbulenzmodellierung haufig den Ansatz, dass alle physika-
lischen Gréfen, die in der NSE auftreten, aus einem Mittelwert und einer kleinen Fluktuation
zusammengesetzt sind:

Hierbei sind die grofs geschriebenen Gréfken die Mittelwerte, die in den meisten Anwendun-
gen von groferem Interesse sind als die Fluktuationen (gestrichen notiert), welche man oft
vernachléssigt. Die Mittelwerte sind durch Anwenden eines zeitlichen Filters (-) entstanden:

U= (@), P :={(p), G = (9)-

Der Filter {-) bildet den zeitlichen Mittelwert einer Funktion f : R% x [0, Tenq] — R, in dem
iiber ein Zeithorizont 7 € R+ integriert und gemittelt wird:

t+%r
(@ 1) = - / 17, 5)ds.

T Ji L
3T

Bei vektorwertigen Grofen wird dieser Filter komponentenweise angewendet.

Der zuvor definierte Filterungsoperator hat fiir zwei physikalische Grofsen der Form
fi, o : R% % [0, Tepng] — R und Koeffizienten o € R die folgenden Eigenschaften:

1. (-) ist linear, d.h. (fi + fo) = (i) + (o) und {afi) = - (fi);

2. Partielle Ableitungen kommutieren mit der Filterung: (8f,/0t) = 9(fi)/dt sowie
(0f1/0z") = B(f)/0z", i € {1,2,3};

3. Es gilt: ({(fi)fe) = (f1){f2), aber im Allgemeinen (fifa) # (fi)(f2);
4. Invarianz unter doppelter Filterung: ((fi)) = (F1) = F1 = (fi);
5. Die Fluktuationen werden herausgemittelt: (f{) = 0.
Im Folgenden werden das System aus NSE (3) und Kontinuitatsgleichung (4) durch anwen-

den des Filterungsoperators in den Mittelwerten ausgedriickt und dabei wie in [8] die obigen
Rechenregeln verwendet.
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2.1.3 Das Schlielfungsproblem der RANS-Gleichung

Als erster Schritt soll der Filterungsoperator auf die Kontinuitdtsgleichung (4) angewendet
werden:

0= (div @) Z div(z) & div T

Diese Rechnung zeigt, dass die Divergenzfreiheit auch fiir den Mittelwert der Geschwindigkeit
gilt. Dabei werden die Rechenregeln aus Abschnitt 2.1.2 verwendet, wobei insbesondere die
Vertauschung von partieller Ableitung und Filterung benutzt wird.

Um die NSE (3) zu filtern, wird diese zunéchst in der folgenden Form geschrieben:

0

578+ div(i @ @) + Vp — div »(Vii + (Vi)T)—g =0, (3a)
wobei fiir den Konvektionsterm auf Grund der Divergenzfreiheit von % die Beziehung
(4-V)i = div(4® 1) gilt. Hierbei ist (4® i) als Tensor aufzufassen, der komponentenweise via
[U® ﬂ’]?ﬂ-:l = u'w’ definiert ist. Die hochgestellten Indizes bezeichnen dabei die Komponenten
des Vektors 4 = [ul, u?, u®]7.

Wendet man die Filterung auf Gleichung (3a) an, so kann in einem ersten Schritt sofort die
Vertauschung von partieller Differentiation und Mittelung verwendet werden und man erhalt:

;@ + div(Z ® @) + V{(p) — div v(V(@) + (V(@))T) = (§) = 0.

Auf Grund von Eigenschaft 3 und 5 des Filterungsoperators gilt zudem:

(i@i)=(U+d)o(U+1d))
= (U U)+(U®T)+ (i e U)+ (@ o)
—UeU+ (@)

Somit erhélt man insgesamt die so genannte Reynolds-Averaged-Navier-Stokes Gleichung (RANS)

=:—T(d")
9 ~ S o : - STy 2
%U-l—div(U@ U)+div(d @ @')+VP —divv(VU +(VU)")—G=0 (5)
divl =0 (6)
mit dem Reynolds-Spannungstensor T(4') := —(i4' ® 4'). Da das Produkt zweier Fluktua-

tionen eine weitere Unbekannte ist, besitzt das System aus (5) und (6) mehr Unbekannte als
Gleichungen. Dieses Problem bezeichnet man als Schlieffungsproblem der RANS-Gleichung.
Die Approximation des Terms T'(4') ist die wesentliche Aufgabe der Turbulenzmodellierung.
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2.2 Turbulenzmodellierung mit dem k-¢ Modell

Neben einer Approximation des Reynolds-Spannungstensors T" werden im k-e Modell aufser-
dem die Grofen turbulente kinetische Energie k und Dissipationsrate € eingefiihrt, sowie zwei
weitere Transportgleichungen fiir diese Groken entwickelt. Die Approximation von T ist dann
eine Funktion der mittleren Geschwindigkeit und der neu eingefithrten Gréfsen & und e:

—(i@'® @)~ T(U, k,e)

2.2.1 Turbulente kinetische Energie und Dissipation

An dieser Stelle sollen die beiden skalaren Grofen turbulente kinetische Energie k& und Dissi-
pation e eingefiihrt werden. Diese werden beispielsweise in [27] und [43] eingefiihrt durch:

1, v . .
ki sldlle), o= SV + (V) 7).

wobei || - || die Frobenius Norm eines Vektors bzw. einer Matrix ist. Beide Gréfen sind, wie
die Geschwindigkeit %, auf dem Produktraum Q x [0, T,4] definiert und werden im Folgenden
als zwei weitere Unbekannte behandelt.

2.2.2 Das k-e¢ Turbulenzmodell

Im k-e Modell wird der Reynolds-Spannungstensor approximiert durch:

2 K2 _ -
T(@') ~ —3hBs + cu?(VU +vUTh),

wobei mit cuk; =: vy die turbulente Viskositit als Proportionalitdtsfaktor zwischen dem
Reynolds’schen Spannungstensor (4’ ® @') und dem symmetrischen Tensor T:=vU+vUT
bestimmt wird. Hierbei geht auch die empirische Erfahrung ein, dass Turbulenz héufig in

Regionen grofer Geschwindigkeitsgradienten auftritt (vel. [8, 43]).

Definiert man, der in der Literatur iiblichen Notation folgend, v* := v + v, so erweitert sich

die RANS-Gleichung (5) zu

8 —d = = 2 d d -

aU+div(U® U)+VP+§Vk—div(u*(VU+VUT))—GzO (7)
und beinhaltet somit eine Unbekannte weniger.

Dariiber hinaus werden fiir das k-e Modell in [43] zwei Transportgleichungen fiir £ und e

entwickelt:

9. - . .
Sk U-Vk—V7T||VU+VUT||2F—div(uTVk)+e:O, (8)

0 . - o . 2

et U-Ve— L2E|VT +VUT|2% - div(ZvpVe) + S = 0. 9)

ot 2 Cp k
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Hierbei tritt in beiden Gleichungen die quadratische Frobenius Norm des Tensors T auf, die
im Weiteren mit T bezeichnet werden soll, also T := || T||%.

Die Wahl der Parameter in den beiden Gleichungen beruht auf experimentellen Untersuchun-
gen und kann in [17] nachgeschlagen werden:

¢p=0.09, ¢ =007, ¢ =1126, c=1.92.

2.3 Populations-Bilanz Gleichungen (PBE)

In diesem Abschnitt soll die eigentliche Modellierung der dispersen Phase geschehen. Dazu
wird angenommen, dass in dem Simulationsgebiet 2 ein Gemisch aus zwei Phasen vorliegt,
wobei eine Phase die andere vollstindig umgibt (wie beispielsweise bei Wasser und O1). Nimmt
man dariiber hinaus an, dass die umgebende Fliissigkeit in deutlich hoherer Konzentration auf-
tritt und beide Fluide dhnliche physikalische Eigenschaften besitzen (Dichte, Viskositét), so
ist die Annahme gerechtfertigt, dass die Stromung weiterhin von einer Fliissigkeit bestimmt
wird und die disperse Phase durch die Verteilung ihrer Tropfen beschrieben werden kann.

Zur mathematischen Beschreibung der dispersen Phase wird die so genannte Anzahl-Dichte-
funktion q : Q¢ x Q x [0, Teng] — R eingefithrt. Sie beschreibt die Anzahl der Individuen
(Tropfen), die sich zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ € [0, Tepq] in einem Teilraum des Par-
tikelzustandsraums € x Q. befinden. Dabei ist €2, der Raum der so genannten FEigenschafts-
koordinaten, der fiir spezielle Charakteristiken der dispersen Phase steht. Fiir die in Kapitel 3
diskutierte Anwendung ist es ausreichend, den Tropfendurchmesser als einzige weitere Eigen-
schaft der Partikelphase anzunehmen, so dass Q. = [0, dynqs] gilt.

Die Gesamttropfenanzahl Ngyops ist dann gegeben durch Integration iiber das Simulationsge-
biet {2 sowie den Eigenschaftsraum §2.:

Nipopa(£) = /Q / 06,7, ) de 7

wobei £ € ., und 7 € Q.
Gesucht ist im Folgenden also eine Gleichung fiir die zeitliche Anderung der Tropfenanzahl

dem s(t) _ d . B
d;)_dt</ﬂ/ﬂe(I(§,$,t)d§dx>.

Die nun folgende Herleitung einer allgemeinen Populations-Bilanz Gleichung (PBE) orien-
tiert sich an den Ausfithrungen in [7]. Dazu wird zunédchst angenommen, dass die Anzahl-
Dichtefunktion ¢ die mittlere Anzahl von Partikeln angibt.

In Analogie zur Modellierung der Massen- und Impulsbilanzgleichung, wird fiir die Anderung
der Tropfenanzahl in einem betrachteten Kontrollvolumen V x V., C €} x {2, von der Beziehung

derops
dt

=&y + Sy

ausgegangen, in der die Terme auf der rechten Seite fiir die zeitliche Anderung der Tropfen-
anzahl stehen. Dabei ist @ ein Transportterm, der die Anzahl der Individuen beschreibt, die
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pro Zeiteinheit iber den Rand A x A, des Kontrollvolumens zu- oder abgefiihrt werden. Der
Quellterm Sy beschreibt die pro Zeiteinheit im Inneren des Kontrollvolumens erzeugte bzw.
vernichtete Anzahl an Individuen.

Der Quellterm Sy kann durch ein Volumenintegral substituiert werden

&:A/f@mmwa

wobei s die Quelldichte bezogen auf ein Volumenelement des Partikelzustandsraums ist.

Der Transportterm ® wird analog durch ein Oberflichenintegral ersetzt
ey =— [ [ doniedeaz
AJAe

Hierbei beschreibt der Term —(7i - ¢ ) die Komponente des Transportstroms bezogen auf ein
Oberflachenelement des Partikelzustandsraums in Normalenrichtung. Das Minuszeichen ergibt
sich auf Grund der Orientierung des Normalenvektors.

Fiir die Bilanzgleichung folgt mit dem Satz von Gaufs [15]:

;lt/v /Ve 06,7, ) d dF = —/V | Ve by(e,0,0) de df+/v/es(£,5c’, ) d¢ d7,

wobei V. z := V. + V3 die Summe der Gradienten bezogen auf die Orts- und Eigenschafts-
koordinaten ist.

4

Vektor der
Transportstrome ¢y

Normalenvektor 7@

Kontrollvolumen V x V.,

N\ Oberfliiche des
Kontrollvolumens 4 x A,

Abbildung 3: Kontrollvolumen V' x V, mit Transportstrom ¢y nach 7]

Da diese Uberlegungen fiir beliebige Kontrollvolumen gelten, folgt fiir die differentielle Form
einer Populations-Bilanz Gleichung:

‘99(%’;?”5) = Vg ¢n(E T, 1) +5(£,7,1)
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Im Folgenden trifft man die Annahme, dass die Komponenten des Transport-Flusses ¢y in
einen Konvektions- und Diffusionsterm aufgeteilt werden koénnen:

¢N,§:’ = Wy - Q(gaf, t) + ¢£’f7
¢N,e = We * Q(é’ fa t) + ¢§,ea

wobei w, und w, die Geschwindigkeiten der Partikel sind, so dass der Term w; - ¢(£, 7, t) die
deterministische Bewegung der Partikel beschreibt. Wie einleitend erwahnt, wird bei einer
niedrigen Konzentration der dispersen Phase davon ausgegangen, dass sich die Partikel mit
dem umgebenden Fluid mitbewegen und somit w, = % angenommen werden kann. Die {ibrigen
Terme werden in dieser Anwendung vernachléssigt. Sie werden in allgemeineren Ansétzen
verwendet, um stochastische Bewegungen der Tropfen sowie die Produktion von Partikeln mit
der Zeit durch beispielsweise chemische Reaktionen zu modellieren.

Die PBE vereinfacht sich somit zu folgender Gleichung:

% + div(dq) = s. (10)
Im Weiteren soll diskutiert werden, wie man Turbulenz in der Populations-Bilanz Gleichung
(10) berticksichtigen kann. Dazu wird analog zur Herleitung der RANS-Gleichung der Ansatz
gemacht, dass sich die Anzahl-Dichtefunktion ¢ aus einem Mittelwert () und kleinen Fluktua-
tionen ¢' zusammensetzt. Mit dem in Abschnitt 2.1.2 definierten Filterungsoperator (-) ergibt
sich analog:

g=Q+ ¢, mit @ := (gq).
Setzt man diesen Ansatz in die Gleichung (10) ein, so erhélt man:
9(Q+¢)

ot
Mit den Rechenregeln aus Kaptitel 2.1.2 ist dies dquivalent zu:

0 _»

7? — _div(T - Q) — div(i - ¢') + S,

wobei S := (s) der gemittelte Quellterm ist.

Ahnlich zu den Ansétzen zur Approximation des Reynolds’schen Spannungstensors, wird in

[28, Kap. 3.2.1.2| eine Approximation fiir den Term div{u' - ¢') entwickelt:

= —div((U + ) - (Q + ¢")) +s.

div(v' - ¢y =~ —div(erV Q).

Dabei ist cr der sogenannte turbulente Diffusionskoeffizient, den man auch durch die Schmidt-
Zahl Scp = ”77; charakterisieren kann. Unter der Annahme isotroper Turbulenz sowie der
Annahme, dass der turbulente Impulsaustausch gleich dem turbulenten Massenaustausch ist,
kann gefolgert werden, dass die Schmidt-Zahl ungefihr 1 ist (siehe [28, Kap. 2.4.4.1]). Die
turbulenten Transportkoeffizienten g und c¢r haben somit die gleiche Grofenordnung und
wegen der Beziehung vp = %, folgt insgesamt cp ~ vp. Fiir die Populations-Bilanz Gleichung

ergibt sich somit:

% +div(T7Q) — div(vsV Q) = . (11)
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2.3.1 Die Quadratur-Momenten-Methode (QMOM)

Da die Anzahl-Dichtefunktion ¢ auf dem Produktraum Q. x € x [0, T¢,q] definiert ist, wiirde
die Diskretisierung dieses Raums zu hohem numerischen Aufwand fiihren. Daher soll ¢ durch
seine Momente charakterisiert werden:

m (7, 1) = / €L g6, 7, 0) e, 1e N,

wobei an dieser Stelle angenommen wird, dass §2. eindimensional ist. Wie bereits erwéhnt,
handelt es sich in der hier besprochenen Anwendung um den Tropfendurchmesser d,, weshalb
es ausreicht von 0 bis dy,q, zu integrieren.

Um Gleichung (11) in den Momenten auszudriicken, wird diese mit & ! multipliziert und {iber
Q. = [0, dyas] integriert. Dies fiithrt auf:

5y + div(Tm®) —divwrvml) = 5O, 1€ N, (12)
wobei fiir die rechte Seite S()(d,) := fodm" d]l,S (dp) dd,, eingefiihrt wird.
Die mathematische Struktur von Gleichung (12) ist zu (11) identisch. Der Vorteil ist jedoch,
dass die Momente m() : Q x [0, Teng] — R einen niedriger dimensionalen Definitionsbereich
haben, da im Vergleich zum Definitionsbereich der Anzahl-Dichtefunktion ¢ das kartesische
Produkt ohne den Raum der Eigenschaftskoordinaten €2, gebildet wird.

An dieser Stelle existiert noch das Modellierungsproblem, dass die Funktion ¢, die in den
Momenten und in den rechten Seiten S vorkommt (vgl. Kapitel 2.3.2), im Allgemeinen
unbekannt ist. Dazu soll im Folgenden die Quadratur-Momenten Methode (QMOM)
vorgestellt werden, die dieses Problem durch numerische Quadratur 16st. Die QMOM sowie
der allgemeine Ansatz, die Anzahl-Dichtefunktion iiber ihre Momente zu charakterisieren, be-
rubt auf der Arbeit von D. Marchisio [24].

Zunéchst ist die Beobachtung wichtig, dass ¢ nur in Integralen vorkommt und im Integranten
mit Funktionen g multipliziert wird. Die unbekannte Grofe hat also die Form:

| ot©ate 5.0 ae.

Da ¢ auflerdem eine Dichte ist, ist die Funktion insbesondere nicht-negativ und es kann via
vi(E) = [ q(§, T, t)d€ fiir messbare Mengen E ein neues Maf definiert werden. Dieses Maf
héngt, wie ¢, von den Parametern Z und ¢ ab und ist ein Maf auf dem Raum .. Das iibrig
bleibende Integral kann dann mit Hilfe numerischer Quadratur beziiglich vz, approximiert
werden :

N
/9(5)4(5,5:’,75) dé = | g(&)dvs (&) = Y wal, 1)g(Eal(Z, 1)), (13)
a=1

e Qe

wobei die so entstehenden Gewichte wy und Abszissen (bzw. Stiitzstellen) &, die 2N neuen
Unbekannten sind, die vom Ort Z und der Zeit ¢t abhéngen. Diese Formel wird spéter zur
Approximation der rechten Seiten in (12) benutzt.
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Die Formel (13) kann insbesondere auf die Momente angewendet werden, denn mit g(¢) = ¢!
folgt:

N
m) ~ Zwagfx. (14)
a=1

Das so entstandene System aus (12) und (14) ist fiir die Wahl [ = {0, ..,2N — 1} abgeschlos-
sen. Mit Hilfe des in Anhang B vorgestellten Produkt-Differenzen (PD) Algorithmus’ kénnen
in jedem Zeitschritt Gewichte wq und Abszissen &, nach Vorgabe der Momente m() so be-
rechnet werden, dass die ersten 2N Momente exakt berechnet werden. Diese Gewichte und
Abszissen werden auch verwendet, um hohere Momente, die in den rechten Seiten auftreten,
geméf (14) zu approximieren.

2.3.2 Modellierung der Quellterme nach Coulaloglou und Tavlarides

An dieser Stelle sollen die Quellterme von Gleichung (12) modelliert und diskretisiert werden.
Die Modellierung ist dabei durch das Tropfenmodell von Coulaloglou und Tavlarides [3| gege-
ben. Eine Ubersicht iiber weitere Tropfenmodelle befindet sich zum Beispiel in [32].
Betrachtet man Tropfen eines festen Durchmessers d,, so bestimmen vor allem Zerfall und
Verschmelzen (Koaleszenz) die Verteilung der Tropfengrofe. In der Bilanz erhélt man einen
Term der Form:

SO (dy) = S3phas( ) + Sions(dn) = Diploy () = Doy (dy), (15)

coal coal

wobei zum einen Tropfen des Druchmessers d,, entstehen kénnen, durch Zerbrechen von grofse-
ren Tropfen (Spreqr) und durch Verschmelzen von kleineren Tropfen (Sgpq;), und zum anderen
Tropfen des Durchmessers d, verschwinden, in dem ein solcher Tropfen mit anderen Tropfen
koalesziert (Do) oder ein solcher Tropfen gerade zerbricht (Dpyeqr ). Diese vier Moglichkeiten
sind in Abbildung 4 schematisch dargestellt.

Scoat Dcoai
o ® ©-@
O o
S break D break
®le-°
O O

Abbildung 4: Bilanzierung von Tropfen mit festem Durchmesser d,
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Da man die Quellen an festem Ort und zu fester Zeit betrachtet, wird im Folgenden aus Griin-
den der Ubersicht die Anzahl-Dichtefunktion ¢ als Funktion einer Verinderlichen betrachtet
q = Q(', z, t)'

Um die Entstehung von Tropfen des Durchmessers d, durch Zerbrechen zu erhalten, miissen
ausschlieflich Tropfen mit groferem Durchmesser betrachtet werden. In [3] wird dieser Term
beschrieben durch:

d
max ’ ’

Sprear(d) = /d n(d))B(dy, d\)(d))g(d) dd,

P

wobei k die Zerfallswahrscheinlichkeit eines Tropfens beschreibt, 8(d,, p) die Wahrscheinlich-
keit, dass der Zerfall eines Tropfens des Durchmessers dp zu einem Tropfen mit Durchmesser d,
fiihrt und n die Anzahl der enstehenden Tochtertropfen beschreibt. In dieser Anwendung wird
mit n = 2 stets bindrer Zerfall angenommen. Die Integrationsgrenzen sind dabei so gewéhlt,
dass nur Tropfen deren Durchmesser grofer als d, sind betrachtet werden und auferdem klei-
ner als ein maximal zugelassener Durchmesser d,,,, sind.

Analog erhélt man fiir den Zerfall eines Tropfens des Durchmessers d,:

Dbreak(dp) = ﬁ(dp)Q(dp)'

Um das Entstehen von Tropfen durch Verschmelzen zu modellieren, betrachtet man nur klei-
nere Tropfen:

coal / ¢ D3 p >Q(dg’;) dd;)a

wobei d; = ¢/d3 — d? und ¢ die Wahrscheinlichkeit angibt, dass zwei Tropfen koaleszie-

ren. Die Beziehung zwischen den Durchmessern ist bei kugelférmigen Tropfen dquivalent zu
Vol(d,) = Vol(dy) — Vol(d,), so dass in S..q genau zwei Tropfen koaleszieren, die vereinigt
einen Tropfen des Durchmessers d,, ergeben. Der Faktor 1/2 vor dem Integral kompensiert die
doppelte Beriicksichtigung beim Durchlaufen des Integrals.

Durch 1 kann man auch modellieren, dass ein Tropfen des Durchmessers d, mit einem Tropfen
des Durchmessers d; koalesziert und somit in der Bilanz (15) verschwindet:

3/43 a3

mazx~ “p

Devat(dy) = q(dy) / $(dy, d))q(d)) dd

0

Hierbei wurde erneut die obere Integrationsgrenze so gewahlt, dass keine Tropfen entstehen
konnen, die grofser als ein maximaler Durchmesser d,,q; sind.

Zur Implementierung sollen die einzelnen Quellterme noch approximiert werden.
Fiihre dazu die charakteristische Funktion y ein

1, wenn a > b

x(a > ) ::{

0, sonst
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und verwende im Folgenden die Rechenregel (13).

Somit folgt fiir die Entstehung von Tropfen durch Zerfall:
(l) dmaz d’rna:L‘
Sprtar = / d},/d n(d))B(dy, d})k(d))q(d})dd)dd,

dmax dmaz
/ / () > dy)n(d)B(dy, d))(d!)q(d])dd dd,

1%

dmm
/0 ZX o > dyp)wan(Ea)B(dy, £a)k(Ea)]dd

N fa
Z éa / dziﬂ(dpaéa)dd

wobei das Integral in der letzten Zeile nach Spezifizierung von 8 numerisch approximiert wer-
den kann (siehe hierzu beispielsweise |1, Kap. 6]).

Q

Fiir das Verschwinden von Tropfen des Durchmesser d, durch Zerfall in kleine Tropfen er-
gibt sich sofort:

dma,m N
l
Dér)eak :/0 d]iﬁ(dp)Q(dp)ddp ~ E ’waféfi(ga),
a=1

Die Entstehung von Tropfen durch Koaleszenz kann approximiert werden durch:

d d
I max 1 max
s, = /0 d;,2/0 X(dp > d)y(dl, 3/ d3 — di®)q(dl)q( ¥/ B — di®)dd.dd,
1 dmaz N
5 [ DS, > e, 3 oy - 2))ad
a=1

N dmaz
~ % Z ’LUa/O X(dp > §a)dzl,’¢(§a’ \/750( Z w’)’ \/7 £’7)

a=1
9 LSS v /d X(dy > €a) 016 343 — E)6(d, — 381 + €)dd
2 a=1y=1 ‘é’Y (éfy + §a 2/3| @ as D a D 5y a
1 N We, W s . .
- 2;2 28 +23)2/3‘ X(dmaz > M)gé(\/ﬂ > §a)(\/§§4T§?;)l¢(§a,§v)

=1

(dmas > {88+ €D/ + €)' (Ear &).

W, Wy

f’Y éfy + 53)2/3‘

iy v

a=1vy=1
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Hierfir wurde im Schritt (%) verwendet, dass fiir Verkettungen der Form § o h der Delta-
Distribution § mit einer reellen Funktion A gilt:

d(h(z)) = Z W, x; ist einfache Nullstelle von h.
i=1 '

In der zuvor verwendeten Umformung wurde diese Formel fiir h(z) := /23 — &3 — &, mit
Nullstelle zp = ¢/€3 + &3 und I'(zp) = £;2(€3 + £3)*/3 benutat.

Letztlich folgt in dhnlicher Weise fiir das Verschwinden von Tropfen durch Verschmelzen zu
grofkeren Tropfen:

dmaw dmaz
l
DO (dy) = / da(d,) / (B — a3 > d)(dy, d))g(d!)dd!dd,

N N
23S X B — € > o) tatn (€, o).

y=1loa=1

Die experimentellen Untersuchungen von Coulaloglou und Tavlarides [3| spezifizieren die Funk-
tionen k,% und (3, wobei zu beachten ist, dass die Formeln in [3] in Abhéngigkeit des Trop-
fenvolumens geschrieben sind. Eine Formulierung in Abhéngigkeit des Tropfendurchmessers
ist zum Teil in [6] zu finden.
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2.3.3 Sauter-Durchmesser und Varianz

Einige Momente der Anzahl-Dichtefunktion haben eine physikalische Bedeutung, weshalb inge-
nieurwissenschaftliche Untersuchungen [30] den Sauter-Durchmesser dsa als charakteristische
Grofse der Tropfenverteilung bestimmt haben. In praktischen Anwendungen wird gefordert,
dass moglichst viele Tropfen einen gewiinschten Sauter-Durchmesser ds3 haben und die Vari-
anz o der Tropfenverteilung klein sein soll.

Beide Grofen konnen nach [38] aus den ersten vier Momenten berechnet werden:

(3) (2) (12

m m m

Daher ist es naheliegend, in der Implementierung des PD-Algorithmus’ N = 2 zu wahlen, da
man so die ersten vier Momente exakt berechnet.

A

d32

Haufigkeit

\]

E(q) o | E(q)+o

E(q)
Durchmesser

Abbildung 5: Die stochastische Verteilung der Tropfendurchmesser ist nicht bekannt und wird
iiber Momente charakterisiert.

Wie in Abbildung 5 angedeutet, ist der Sauter-Durchmesser dss grofer als der Erwartungswert
E(q) der Dichtefunktion ¢, vgl. Aufiihrungen in [30].

Eine Ubersicht iiber numerische Methoden, die eine unbekannte Dichtefunktion aus einer
gegebenen endlichen Anzahl ihrer Momente approximiert, ist in [12] gegeben, wobei darauf
hingewiesen wird, dass es sich hierbei um ein schlecht gestelltes inverses Problem handelt.
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2.4 Zusammenfassung

Insgesamt fiihrt die Modellierung von Dispersionen in turbulenter Strémung auf ein System
aus gekoppelten partiellen Differentialgleichungen in den Unbekannten U, P, k, € und m®
fiir [ € Ng, wobei zu beachten ist, dass die Koeffizienten v* und v ebenfalls von k£ und € ab-
héngen.

Dieses System (17) ist abgeschlossen. Bei einem dreidimensionalen Simulationsgebiet € lie-
fert die approximierte RANS-Gleichung komponentenweise drei unabhéngige Gleichungen.
Durch die Nebenbedingung der divergenzfreien Geschwindigkeit erhdlt man eine weitere Glei-
chung. Das k-e Turbulenzmodell ist ein Zwei-Gleichungs-Modell, in dem zwei weitere Trans-
portgleichungen fiir £ und e entwickelt werden.

Dariiber hinaus werden die Momente m() der Anzahl-Dichtefunktion ¢ wie in Kapitel 2.3.1
beschrieben durch Gewichte w, und Abszissen £, derart approximiert, dass zum einen

m) ~ Zivzl wel gilt und zum anderen die rechte Seite in der Momentengleichung ausschlief-
lich von diesen 2N neu eingefiihrten HilfsgroRen abhéngt, S ~ flwi,&1,-ywn, En), und hier
keine héheren Momente auftreten.

Fir [ € {0,...,2N — 1} ist das System (17) somit abgeschlossen.

SU+div(U® U) + VP + 2VE —divw (VU +VUT) -G =0
divU =0
%k+ U-Vk—=4|VU+VUT|% —div(vrVk)+e =0 (17)

Gt U-Ve— GE|VU +VUT|} - div(&vrVe) + 5 =0

%m(l) + div(TUm®) = div(yrVm®) = 50
Es ist zu beachten, dass die Giiltigkeit des obigen Systems nur im Inneren des Raums Q x [0, Tepq]
gilt. Um das Problem mathematisch vollstdndig zu beschreiben, ist die Vorgabe von Randbe-

dingungen notwendig. Diese werden im folgenden Kapitel anhand einer konkreter Anwendung
diskutiert.
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3 Anwendung auf einen zweidimensionalen Riihrer

Das in Kapitel 2 hergeleitete System (17) zur Beschreibung von Dispersionen in turbulenten
Stromungen soll nun zur Simulation eines Mischvorgangs in einem Riihrer angewendet werden.
In der hier présentierten Anwendung wird dies auf einen zweidimensionalen Riihrer be-
schrinkt, dessen Geometrie durch die Vorgabe des Innenradius’ r1, der Lange der Riithrbléatter o
sowie des Behélterradius’ R eindeutig beschrieben ist (sieche Abbildung 6).

—
T

Abbildung 6: Die Geometrie des Riihrers ist durch Vorgabe der Abmafe 7y, 12, R vollstéandig
beschrieben.

Auf Grund der speziellen Form des Riihrers bietet sich fiir die Diskretisierung die Wahl von
Polarkoordinaten an. Im Folgenden wird daher zunéchst auf die Generierung eines geeigne-
ten Gitters eingegangen. Die Diskretisierung der in (17) enthaltenen Differentialoperatoren
wird mit Hilfe der Methode der Finiten Differenzen durchgefiihrt. Angepasst an das konkrete
Problem werden in Abschnitt 3.3 Randbedingungen am Riihrbehélter sowie den Riithrbldttern
vorgegeben. Dariiber hinaus wird das Drehen des Riihrers durch ein rotierendes Koordinaten-
system in Abschnitt 3.5 beschrieben.

Die Implementierung wurde in MATLAB [39] durchgefiihrt.

3.1 Gittergenerierung

Um die Ortsdiskretisierung mit der Finiten-Differenzen Methode durchzufiihren, ist man an
einer dquidistanten Diskretisierung in beide Raumdimensionen interessiert. Da, wie bereits
erwihnt, das Diskretisierungsgebiet @ C R? kreisférmig ist, bietet sich die Benutzung von
Polarkoordinaten an.
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3.1.1 Koordinatentransformation

In Polarkoordinaten ist das kreisformige Riihrergebiet ein Rechteck [r1, R] x [0, 27), das leicht
mit Schrittweite h, in Richtung €. und hg in Richtung €y dquidistant diskretisiert werden kann
(vgl. Abbildung 7, links). Die Vektoren

. |cos8 nd , _ |—sin@
= lsing b %= | cosh

bilden eine Orthonormalbasis, wobei zu beachten ist, dass die partiellen Ableitungen 68% =&

und % = —¢&, nicht wie im kartesischen Fall verschwinden. Ein Punkt in Polarkoordinaten
besitzt folglich die Darstellung ¥ = ré,. + 08¢y, mit Koordinaten r und 6.

Um die kartesischen Koordinaten dieses Punkts beziiglich der Einheitsvektoren e; und e
zu berechnen, wird die Koordiantentransformation ® eingefiihrt:

& : [r, R] x [0,27) — R2, &(r,0) = [r ' COS@] .

r-sinf
Fiir den Punkt Z gilt dann # = ®,(r,0)é; + ®5(r,0)é = ®(r,H).

In Abbildung 7 ist dargestellt, dass das Bild von [ry, R] x [0, 3] unter & im kartesischen
Koordinatensystem das erste Sechstel des Riihrers ergibt:

(o —
R
A
h""‘r @ ﬂ/\\_\\
- f{/ ™ . /.>\.\
?"‘2 f:A-\\ _/\\ \\
SN N
A // N \x\/ \
/f-f > <\ /\BC\/, A \
1 [ X X \ /\,//\
N 7
> Sanl \g L
-~ T €y €1
hg 3

Abbildung 7: In Polarkoordinaten (links) ist der Riihrer ein rechteckiges Gebiet.

Analog erhilt man U=Urg + U® € fiir die Darstellung der Geschwindigkeit in Polarkoor-
dinaten. Eine Riicktransformation in kartesische Koordianten ist dann durch

Ul = U"cosf — U?siné,

U?2 = U"sinf+ U?cos, (18)
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gegeben, wobei U=U'% + U25.
Es ist im Weiteren zu beachten, dass die Differentialoperatoren in Polarkoordianten eine andere
Form haben (siehe beispielsweise [37]).

3.1.2 Versetzte Gitter

Oft ist fiir die Implementierung das Arbeiten mit so genannten versetzten Gittern (engl. stag-
gered grids) notwendig um die Eindeutigkeit der Losung im Diskreten zu garantieren (vgl. |8,
S. 27]). Das Arbeiten mit versetzten Gittern hat auferdem den Vorteil, dass beispielsweise ein
Differenzenquotient aus Geschwindigkeitswert im Norden und im Stiden direkt im Zellmittel-
punkt des Hauptnetzes vorliegt.

In Abbildung 8 ist in schwarz das so genannte Hauptnetz dargestellt, auf dem unter an-
derem der Druck P;; vorliegt. In den Mittelpunkten der beiden versetzten Gitter liegen die
r-Komponente der Geschwindigkeit (blau) bzw. die -Komponente der Geschwindigkeit (rot).
Die Indizierung ist relativ zum Mittelpunkt des Hauptnetzes gegeben, wobei % jeweils fiir hal-
be Schrittweiten steht.

Randbedingungen sind immer auf dem Hauptnetz gegeben, so dass diese auf den versetzten
Gittern aus dem Randwert und einem randnahen Punkt extrapoliert werden miissen.

Werte mit der in Abbildung 8 eingefiihrten Indizierung sollen im Folgenden immer auf dem
entsprechenden Gitter liegen, wobei zwischen den Gittern linear interpoliert werden kann.

= |
! |
: |
| r |

| *
:_ _ : 0 PR NS St -l
I I I I I
...... [T S NUND N R l

| D] O
I I Ué 1 1P j Ul Iy I
! S e R e |
R ™ ' - =
r

[}l:—i.j :
2 I I I
|
|

Abbildung 8: Versetzte Gitter mit Druckwert P;; im Zellmittelpunkt des Hauptnetzes
(schwarz) sowie r-Komponente der Geschwindigkeit im Norden und Siiden (blau) und
f-Komponente der Geschwindigkeit im Osten und Westen (rot).
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3.2 Ortsdiskretisierung in Polarkoordinaten

Zur Diskretisierung der im System (17) enthaltenen Differentialoperatoren, sollen diese in
einem ersten Schritt zunédchst in Polarkoordinaten dargestellt werden. Anschliefsend werden
die auftretenden partiellen Ableitungen mit Hilfe der Finite-Differenzen Methode (FDM) dis-
kretisiert. Die FDM ist ein Standardverfahren zur numerischen Lésung von partiellen Diffe-
rentialgleichungen und besagt im Wesentlichen, dass die Ableitung einer skalaren Funktion
frp : R — R durch den Differenzenquotienten approximiert werden kann:

Ofrp (1) = lim frp (20 + €) — frp(20) ~ frp (20 + h) — frp(x)

P lim ; h ,  mit h < 1.

Eine Einfiithrung in die Finite-Differenzen Methode sowie Aussagen iiber die Konvergenzord-
nung der FDM befinden sich in [20, Kap. 3].

3.2.1 Diskretisierung der RANS-Gleichung

Die RANS-Gleichung (7) ist mit G = 0 gegeben durch:

8 d fd fd 2 d -
—U=—(U-V)U - -Vk+div(x* (VU +VUT)) -VP. (19)
ot —_— 3 ~~

1.) 2".) 3.)

Fiir die weitere Diskretisierung werden die Terme in (19) zunéchst einzeln betrachtet:

1.) Fiir den Konvektionsterm gilt:

(0-v)0 = ([ge] | [i%]) [go] )

2.) Fiir den Gradienten der turbulenten kinetischen Energie k gilt:

2 2 [ 9k
vi-[4].
3 31750

reUT | UL AUT _ USU®
v 8659 N UTU"G Ut 6TU9
r ™
U + =+ 7+ %%

ur2ur4 Uayr

T

rd 170 Ul 8 179

3.) Der Spannungstensor T=vVU+VUT wird in Kapitel 3.2.2 hergeleitet. Die Divergenz
ist somit gegeben durch:

98U" ;aUT+8U9_U9
div(v* (VU +VU")) = div (v llamj?ﬂ_m Tfe(awaiyr)rl)
r 06 or r r 6
) *dU" 3 x18U" | aU°® U
1 o (r 2 %) + 5 (V% + %0 _T))
T, |e 19U" , U o d 20U° | 20"
" W(r"/*(?W"' or —7))+@(V* Te Ty ))
8 *QU" 2* 90U | 18 (,x18U" 19 xQU® Ul
B o (20" %) + % ar+?m(l’(?aa))+?m(”(ar—7))
T |er (1,007 6 au’ & (v oU" 0 ) *oU°® 19 (2v*08U° 18 (2
VT(?( s — U")+ ar)+m("7( 20 —U))JF%(V ar>+?m(5T)+?m(” ur



Nachdem die Differentialoperatoren in Polarkoordinaten ausgeschrieben wurden, ergibt sich
(19) komponentenweise zu:

=:F! —.F2
% ~
ouT _ _[,p0U"  UT(OUT _ 4\]_20k
ot or r 00 30r
LD (3o QU 200U 10 (L NOUTN 10 (. 0U U\ oP
or ar r or r 00 r 00 r 06 ar r ar
=:F3
und:
=Gt —.q?
_ N .
U’ _ [UT6U9+U7"(U,\+6U")] 219k 10P
ot or v B 3r00 r oo
vt (10U 4  OU’ 0 ouU” 4 o ( ,oU° 10 (207 0U° 19 (2
+7(F(89_U > a«T(f _U)>+E<” ar)J“?ae(r ao>+ %(TU)
-3
Wie in Abschnitt 3.4.1 beschrieben, kann Gleichung (19) nach Diskretisierung von
1 2 3
FZ+2’J FZ+2;J FZ+27] + F7’+21] <2O)
1 2 3
Gi’j+2 Ga]+ Ga.]'i'l + G7]+ (21)

in die so genannte Druck-Poissongleichung (PPE) iiberfiihrt werden. Hierfiir wird der
Druckgradient zunéchst nicht diskretisiert und die Terme F' und G auf den versetzten Gittern
berechnet, da diese spéter in entsprechenden partiellen Ableitungen auf der rechten Seite einer
Poissongleichung fiir den Druck auftauchen (vgl. Ausfithrungen in [8, Kap. 3.2.3]).

Dariiber hinaus wird an manchen Stellen eine Upwind-Diskretisierung durchgefiihrt. Hier-
bei wird die erste Ableitung der Geschwindigkeit abhéngig vom Vorzeichen der Geschwindig-
keit an dieser Stelle durch links- bzw. rechtsseitige Differenz approximiert.
Das Upwind-Verfahren wird zum Beispiel in [5, Kap. 3] néher beschrieben.
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Eine vollstédndige Finite-Differenzen Diskretisierung mit Upwind-Verfahren von (20) und (21)
ist gegeben durch:

', . —U" 1. U' 5. —U" 1.
1 ~ r i+3,] 1= 5] . r i+5,] i+35,]
Fiyy, =max(Ujy ;,0) h. +min(U7, 4 ;,0) - n
6 r T : 0 r T
max . . . - . . min N . . . — . .
a (UH%J,O) Ul+éd U’L+%1J*1 e (UZ+%,J’O) UZ+%,J+1 UZ+%,J e
+ “ Uiz, | F — Uit
Titl,j he ° Mg he ’
2 2
P2, 2R = ki
i+ 5] 3 h,
21/* 1 . UT 3 . — UT 1 .
3 2 * r r * r it+5,J i35, =5,
F,l.z—(u- -U.3v—Uv1-—V'-U.1v—UV1-)+
it+3,7 h2 7'+1’J( i+3,] H—E,J) W( it+3,] %—g,J) Tiv1, 2h,
i+1,
* *
1 U (Yirlo+d , , Viglg-L . ,
+ - #(Ui 1 .., — U 1-)—#([] 1. — U1 )
+35,7+1 it+35,7 i+35,] i+5,7—1
Tipds \ o \ Titds+3 2 2 Titd,-3% 2 2
6 6 ] 0 0 6
+ 1 1 o Uz+1,j+% Um% U¢+%,j+% o Uz‘+1,jf% Uz',r% UH%,F%
o\ Yirli+l - T Viyl5-1 -
Tipls \ he e hr Titli+3 2 hr Titli-3
6 6 0 6
1 — . 1 U 1 — U 1
1 -~ r I+ 5 i—1,j+35 . r i+1,7+5 VR o)
Gi,j_(_% Nmax(Ui,j_,’_%,O) I +m1n(Ui7j+%,0) I
6 6 0 : o 6 6
max .. .. — .. min P P —_ ..
n a (Uw+%’0) Um+% Um*% LU n (Uw+é’0) Uw+% Um+% LU
— he ij+i o he bt
it Foitd
@2 2l kyn—ky
BT T 3y he
* 0 ]
P it 1 Uljrr = Uiy _ o Uirrgey — Uisigeg
1 — o1
Wtz ity \ Tig+d he Ak 2h
* r T * [ T
N 1 Vielj+l Ui+%,j+1 Ui-&-%,j TR Vieig+1 Uvi—%,j+1 le—%,j —ut,
i+3.0+1 i-3.5+3
e \ Titg+1 he 2 Tiz3.+% he S
1

* 6 6 * 6 6
+ hZ (”z‘+%,J+§(U¢+1,J‘+% - Um+§) _Vi*%»jJr%(UiajJr% - UFLH%))

* * * - * r
42 Vgt g Mgt gt ) 4 2 Vigri Ul iy Uiy
it} iit3 ity T Vi3 1 he
2

Ti,5+1 Tiyj Vi i+ Tiyj+1 Tiyj

Diese Diskretisierung ist in dieser Form nur fiir randferne Punkte giiltig. Sobald man in die
Néhe der Riihrerblatter oder des Riihrergehduses kommt, ist mit entsprechenden Randwerten
zu arbeiten, die in Kapitel 3.3 angegeben sind.
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3.2.2 Diskretisierung der skalaren Transportgleichungen

Die Gleichungen (8),(9) und (12) haben eine &dhnliche mathematische Struktur und kénnen
daher in der verallgemeinerten skalaren Funktion ¢ geschrieben werden als:

-

—=:R¥ :TF(U)
0 = . = =
5 U Vo —div(eVe) =& VU + VU |[F = n*. (22)
Hierbei wurden die Abkiirzungen
vr fir o =k 2 fire=k% —€ firo =k
& = S—;yT firp=€ , =03k firp=e¢ und 7¥:= —02% firp=¢€
vy fiir ¢ = m(® 0 fiir o = m(® S fiir ¢ = m("

eingefiihrt.

Da die Quellterme S bereits in Kapitel 2.3.2 ortsabhéngig bestimmt und diskretisiert wur-
den, ist die rechte Seite n¥ von Gleichung (22) bekannt und kann leicht im Ort diskretisiert
werden.

Im Weiteren soll eine vollstandige Ortsdiskretisierung der Frobenius Norm des Reynolds’schen
Spannungstensors in Polarkoordinaten sowie des Differentialoperators R¥ diskutiert werden.

Reynolds’scher Spannungstensor in Polarkoordinaten:

Im Folgenden soll das Quadrat der Frobenius Norm des Reynolds’schen Spannungstensors
Te(0) = VU +VUT|%

diskretisiert werden, wobei U = U"@, + U?& in Zylinderkoordinaten gegeben ist und || - ||
die Frobenius Norm einer Matrix ist.

Schreibe dazu das totale Diffential von U und bestimme V U spater durch Koeflizientenver-
gleich:

0 10

dU = aU d?"—i—;%U rd@ = [dr rd6] -V U.
Die partiellen Ableitungen sind dabei:
o= 0. . o, OU"_ 0U?,
EU_E(U e+ U 69)——(% er—i-iar &9,
19 - 10, .. o\ 1 [/oU" .. oUf? 0o
;%U—;%(U €T+U69)—T<89€r+U€9+ 90 (&%) U€r>.

Koeffizientenvergleich in €,.- und és-Richtung liefert schlieflich:

aur au’

or . 597"
19U" _ U® 1 (8U r
Fee T r ?( o T U )

r

-

VU =
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Somit ist der Spannungstensor eine symmetrische Matrix, deren quadratische Frobenius Norm
sich zu

9dU" 1oUr 48U’ _ U 2
TF((?): [ww 386 Ue TzaeaU"aT rr
T ?(WJFU -
aU™ 2 1aur  au? UbN\* [20U° 2
=(2 2 (- - A 2
<8T>+<r89+37‘ T>+<7’89+U> (23)

ergibt.

Die in (23) auftretenden partiellen Ableitungen koénnen erneut mit der FDM diskretisiert
werden:

2
Ur, —U", )\? ur. o, —Ur [ L 0
T’i,j ~ ( ( Z+27.] 7’7%7]) +2 ]- 7‘7]+% 7’7.77% + /L+%’-7 27%’-] _ UZJ
hr iy he D ol
’] T 7’7]
2
2 UOJ-I- _UOJ !
Wy WY r
Sl o + Uiy
Tij hg

Der in (23) angegeben Spannungstensor ist in [21] zu finden.

Ortsdiskretisierung:

Fiir die Diskretisierung von R? schreibe zunéchst die Differentialoperatoren nach [37] aus:

R? = U -V —div(& V)
[ REARENA
. div
Loe 619
_ (9%, pelde\ _19 dp) _10 (. 100
= (U ar U 1"89) " or <’” 51&) - 06 (5%39 (24)

Anwendung der FDM und Upwind-Diskretisierung des Konvektionsterms fiihrt auf:

RY; ~ min(U;;,0) - 7%“’2_ Pig max(U;;,0) - Pig — il _h%_l’j
T T
L @iji1 — @i 0 L @ij— @i -1
Ue , - 5] 7.] U , - »J »J
+ min( U; J 0) i ho + max(Uj J 0) oy hg

i—l

]‘ Z+l’] 77]‘
T h2 (TH_;J & 7T (it — i) — Tily- & 2" (pig — pi-1,)
2Y) T

1 517]‘1’2 ;injf%
2 (@ij41 — wij) — . (Pig — Pig-1) | 5
ij g\ Tigyl iji—%

wobei teilweise zwischen den Netzen geeignet interpoliert werden muss.
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3.3 Einbau von Randbedingungen

Nachdem das System (17) bisher im Inneren des Diskretisierungsgebiets betrachtet wurde, sol-
len an dieser Stelle Randbedingungen fiir den Riihrer besprochen werden. Dazu soll lediglich
ein Sechstel des rotationssymmetrischen Riihrers betrachtet werden. Der Rand dieses Sechstels
teilt sich dann auf in 9Q =: T =T, UT% UL sipper UT},, UT2_ (siche Abbildung 9), wobei
zwischen periodischem und physikalischem Rand unterschieden wird. Durch die Vorgabe peri-
odischer Randbedingungen auf I‘;,er U I‘fm kann die Simulation leicht auf einen vollen Riihrer
erweitert werden.

Um Ableitungen in é Richtung am Riihrerblatt zu realisieren, wird mit so genannten Geis-
terzellen (engl. ghost nodes), wie in [8] vorgeschlagen, gearbeitet. Somit kann unterschieden

werden, ob man sich vor oder hinter dem Riihrerblatt befindet.

Fa

wall

Abbildung 9: Der Rand eines Riihrersegments setzt sich zusammen aus physikalischem und
periodischem Rand.

3.3.1 Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit

Die Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit sind aus der physikalischen Anschauung be-
kannt. Auf Grund der Wandhaftbedingung am Riihrergehéduse sowie der Drehung des Riihr-
stabs in positive €g-Richtung gilt fiir die Komponenten der Geschwindigkeit:

i
wry  aufI' .,

vl =<0 auf I'®

wall?

0 aufI

wall?
U'=<0 aufl'?

wall?

0 auf Iirrer, wr auf I'tirrer

An dieser Stelle sei bereits darauf hingewiesen, dass auf Grund der speziellen Realisierung der
Drehbewegung in Kapitel 3.5 die Randbedingungen fiir U? modifiziert werden miissen.

Die periodischen Randbedingungen auf I't_ U F%e werden durch Kopieren der Geschwin-

per r
digkeitswerte des jeweils anderen Rands realisiert:
(4 = 4
Ullny,, L0,
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3.3.2 Wandfunktion des k-¢ Modells

Die Vorgabe von Randbedingungen fiir das k-¢ Modell ist schwierig, da das Modell selbst in
randnahen Gebieten nicht mehr giiltig ist. Auf Grund von kleinen Geschwindigkeiten am Rand
fallt die Reynolds-Zahl hier unter den Giiltigkeitsbereich des k-e Modells. Die Reynolds-Zahl
Re ist eine dimensionslose Grofse, die iiber eine charakteristische Linge und eine charakte-
ristische Geschwindigkeit Aussagen iiber das Turbulenzverhalten einer Stréomung macht. Fiir
den hier betrachteten Versuchsaufbau eines zweidimensionalen Riihrers ist in Kapitel 4 die
Reynolds-Zahl definiert.

Um Randbedingungen fiir das k- Modell vorzugeben wird beriicksichtigt, dass in der Nihe
von starren Wéanden eine so genannte Grenzschicht vorliegt, in der die Strémung als laminar
angenommen wird. In der Grenzschicht wird die Giiltigkeit des k-e Modells durch eine Wand-
funktion ersetzt.

In der hier vorgestellten Implementierung wird die Wandfunktion verwendet, um Dirichlet-
Randbedingungen fiir das k-e Modell vorzugeben. Die hier verwendete Wandfunktion wird
zum Beispiel in [8, Kap. 10.2.4] eingefiihrt.

Berechne hierzu zunéchst die Schubspannungs-Geschwindigkeit u*, die in [27] definiert wird
via

wobei U, die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit entlang der Wand ist und 7 der
Normalenvektor.
Fiir die Spannungen gilt somit:

aU, B %%Uer, falls I' in Richtung €, zeigt
on r %Lro - U79, falls I' in Richtung ég zeigt

Berechnet man die Schubspannungs-Geschwindigkeit u* nach (25), so kann via
v
* Py—
YT

ein kritischer Abstand von der Wand berechnet werden.
Empirische und analytische Untersuchungen von [27] haben ergeben, dass die Dirichlet-Randwerte
fir k£ und € bestimmt werden konnen nach:

*\3
2 u
b=)ie o= (().41)5’

wobei § € [206*,1006*] gewahlt wird, vgl. [8, Kap. 10.2.4].
2

Aus Randbedingungen fiir £ und € kdnnen auch entsprechende Randwerte fir vy = c,‘k?
berechnet werden.
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Die Implementierung von Randbedingungen durch Vorgabe einer Wandfunktion ist zum Teil
sehr schwierig, weshalb haufig das sogenannte Niedrige- Reynolds-Zahl Modell verwendet wird.
Bei diesem Ansatz sind die Koeffizienten cg, ¢ und ¢, nicht mehr wie in Kapitel 2.2.2 angege-
ben, als Konstanten zu wéhlen sondern werden mit ortsabhéngigen Funktionen multipliziert.
Diese Funktionen beriicksichtigen unter anderem den Wandabstand und kénnen [27]| entnom-
men werden. Als Randbedingung kann im Falle des Niedrige- Reynolds-Zahl Modells

entlang starrer Wande gewahlt werden, vgl. [8, S. 163].

3.3.3 Randbedingungen fiir die Momente

Die Vorgabe von Randbedingungen fiir die Momente ist schwer, da keine physikalische Ent-
sprechung gegeben ist. Da das Verhalten der Momente im Inneren des Diskretisierungsgebiets
durch die Differentialgleichung bekannt ist, werden am Rand Null-Neumann Randbedingun-
gen vorgegeben um das Verhalten der Momente moglichst wenig zu beeinflussen. Damit die
Randbedingungen zu einer eindeutigen Lésung fithren, wird an einem der periodischen Rédnder
eine Einstrombedingung vorgegeben. Diese wird durch Dirichlet-Randbedingungen mit Wer-
ten aus dem vorigen Zeitschritt realisiert. Wahlt man am linken Rand in Abbildung 9 eine
Einstrombedingung, so kann diese durch

. 1€{0,..,2N — 1}

Tl

per per

mathematisch umgesetzt werden. Hierbei steht der hochgestellte Index analog zur verwendeten
Notation in Kapitel 3.4 fiir den aktuellen Zeitschritt. Man wahlt somit Werte aus dem vorigen
als Dirichlet-Randbedingung.
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3.4 Zeitintegration

Nachdem in Kapitel 3.2 die Differentialoperatoren des Systems (17) vollstiandig im Ort dis-
kretisiert wurden, soll an dieser Stelle die Zeitdiskretisierung der RANS-Gleichung sowie der
skalaren Transportgleichungen diskutiert werden.

Um eine Funktion fmy : Q X [0, Teng] — © in der Zeit zu diskretisieren, wird das Zeitin-
tervall [0, Tepq] in gleichlange Subintervalle der Form [n ¢, (n —1)dt],n =0, ..., Tenq/(dt — 1)
unterteilt. Die Euler-Methode approximiert eine zeitliche Ableitung dann durch:

|:8fEul:| (1) ~ E(Zlﬂ) —féﬁ?

ot ot
Die hochgestellten Indizes bedeuten im Folgenden also, dass die Funktion fg,; zum Zeitpunkt
tp, = n - 0t ausgewertet wird: f]gzl)(f) = fpu(Z, t = t,). Wenn die restlichen Terme zur Zeit t,

gegeben sind, so kann f]_ngl) direkt bestimmt werden. Man spricht von einer expliziten Fuler-
Zeitintegration (andernfalls: implizit).

3.4.1 Losen der Druck-Poissongleichung (PPE)

Die RANS-Gleichung kann unter Verwendung der algebraischen Nebenbedingung divD = 0
zuniichst in eine Poissongleichung fiir den Druck P("*1) zum Zeitpunkt t,.; umgeschrieben
werden. Nach Losung der Poissongleichung werden dann Geschwindigkeiten zum Zeitpunkt
tnt+1 aus dem meuen Druck berechnet. Dies ist ein géngiger Ansatz zur Zeitintegration der
RANS-Gleichung und ist beispielsweise in [8, Kap. 3.2.3] zu finden.

Herleitung der PPE:

Anwendung der expliziten Euler-Methode auf die diskretisierte RANS-Gleichung (19) ergibt:

= f(n)
e e ap(n+1)

yrintl) — yrn) 4 s¢p(n) —51577 (26)
19pP( 1)
ptntt) — yon) 451G —5’5;87’ ()

:;é(”)
wobei an dieser Stelle der Druckgradient in Polarkoordinaten ausgeschrieben wird.
Fordert man jetzt divergenzfreie Geschwindigkeit, so ergibt sich:

04 divD = div ;it):giilj%*))]
= % [; (7‘- (F() — étapgjl))> + % (é(") - 5tiapg;+l)>]
- % r. (82;") - 5t82};:;+1)> + <F<"> _ atapéfl)) + agén) - Jt%LZ;H)
N
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Umsortierten dieser Gleichung ergibt schlieflich:

. 1 (8, -  0G™

Hierbei ist die rechte Seite explizit gegeben, so dass P("t1) durch Lésen der Poissongleichung

AP = ¥ in jedem Zeitschritt berechnet werden kann. Das Lisen einer Poissongleichung ist
ein numerisches Standardproblem und wird beispielsweise in [8, 20| besprochen. Zur Losung
der Poissongleichung ist noch die Vorgabe von Randbedingungen erforderlich.

Randbedingungen fiir die PPE:

Nach Multiplikation mit dem #uferen Normalenvektor 7 = [nyng]? ergeben sich Neumann-
Randbedingungen fiir den Druck:

(n+1) (n+1)
vp(n+1)ﬁ — a‘Parnl + 1ap89n2
(26),(27) _% ((Ur(n—l—l) _ Py 4 (D) é(n))n2) '

Es konnen also Randbedingungen fiir den Druck direkt aus den Dirichlet-Randbedingungen
fiir die Geschwindigkeit (vgl. Abschnitt 3.3.1) berechnet werden. Die hochgestellte Indizes sind
hier nur aus Konsistenzgriinden geschrieben. Die Randbedingungen gelten auf dem gesamten
Zeitintervall [0, Tepqgl-

Nachdem der Druck P(**1) durch Lésen der Poissongleichung (28) bestimmt wird, kann der
Gradient des Drucks berechnet werden und nach (26) bzw. (27) eine Aufdatierung der Ge-
schwindigkeiten berechnet werden.

3.4.2 Zeitintegration der skalaren Transportgleichungen

Die skalare Transportgleichung (22) lautet in diskretisierter Form:

9 L
¢ P = — B+ & T+l

Anwendung der expliziten Euler-Methode ergibt:

sy ®
Pijli— +&-T + 0.
0J =ty 41 t=t, F t=tni1 &)

3
ttn>

wobei es aus numerischer Sicht giinstig ist, alle Terme, die im Algorithmus schon zum Zeit-
punkt t,,1 bekannt sind, in impliziter Form in die rechte Seite zu schreiben.

— @
= SDi,j’t:tn + ot <_Ri,j
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3.5 Realisierung in rotierenden Polarkoordinaten

Um die Drehung des Riihrstabs zu simulieren, ist es aus programmiertechnischer Sicht giinsti-
ger, den Riihrstab als starre Wand zu interpretieren und stattdessen das Koordinatensystem
in entgegengesetzte Richtung drehen zu lassen (siehe Abbildung 10). Eine weitere Moglichkeit,
das Drehen des Riihrstabs algorithmisch umzusetzen ist das in [32] beschriebene clicking-grids
Verfahren, bei dem ein inneres und ein &ufseres Netz gegeneinander verdreht werden. Dieses
Verfahren stellt allerdings einen deutlich hoheren Programmieraufwand dar.

~°

Abbildung 10: Das Drehen des Riihrers kann durch ein rotierendes Koordinatensystem mo-
delliert werden.

Das Drehen des Koordinatensystems kann aus mathematischer Sicht durch einer Drehung um
die €,-Achse realisiert werden. Dies fiihrt zu einer weiteren Transformation der Geschwindig-
keit:

0 r 0
Uot=U—-&dx7, mtdxr=|0]| x [0 = |wr], (29)
w 0 0

wobei die Auswertung des Kreuzprodukts zeigt, dass eine Drehung um die é,-Achse in Zylin-
derkoordinaten einer Translation in €s-Richtung entspricht.

In einem gedrehten Koordinatensystem muss die vektorwertige RANS-Gleichung um drei Ter-
me erweitert werden [40]:

;U:—(ﬁ'-V)ﬁ'—§Vk+div(u*(VU+Vl7T))—VP—(2(.3>< U) = (& x (@ x 7)) — (& x 7),

=[F,G]T
wobei der letzte Term bei konstanter Drehgeschwindigkeit verschwindet.
Die neu auftretenden Terme sind zum einen die Corioliskraft, die in einem rotierenden

Koordinatensystem mit beriicksichtigt werden muss. Die Corioliskraft steht sowohl zur Bewe-
gungsrichtung als auch zur Rotationsachse senkrecht und ist gegeben durch:

0 ur 2w U?
2dxU==20|x |U?| = |-20U"
w U* 0

Diese zusétzlichen Terme werden in der Ortsdiskretisierung von F und G mit beriicksichtigt.
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Eine weitere Kraft, die in einem rotierenden Bezugssystem auftritt, ist die Zentrifugalkraft.
Die Zentrifugalkraft steht senkrecht auf der Rotationsachse €, und zeigt nach aufen. Sie ist
gegeben durch:

2

0 0 T wer
—IX (@x7)=—|0] x 0Ol x|0f]=1]0
w w 0 0

Auf Grund der Beziehung —V(—w?r?) = [w?r,0,0]” kann der Anteil der Zentrifugalkraft
formal im negativen Druckgradient beriicksichtigt werden. Insgesamt erhdlt man somit:

0 = |:Frot

EU - Gmt

1 2,2 : Frot L F+2on
]—V(P—2wr), mit |:Grot:| = [G—2wUT'

=:Prot

Analog zu der in Abschnitt 3.1.1 beschriebenen Transformation zwischen kartesischen Koor-
dinaten und Polarkoordinaten, ist am Ende der Berechnungen nun eine weitere Riicktransfor-
mation notwendig, die das Rotieren des Koordinatensystems bertiicksichtigt.

Hierfiir werden sowohl die 8-Komponenten als auch der Druck via

0 _ 7170
U = U?"Ot + 'i,UT’,
P = Pp + 5(,027“2,

transformiert.

Auf Grund der Transformation (29) miissen auferdem die in Kapitel 3.3.1 beschriebenen
Randbedingungen fiir die Kompontenten der Geschwindigkeit entsprechend angepasst wer-
den:

9 7
0 auflV ;. 0 auf I'! ..,
roo__ g _
ot =40 aufI'§ .., Upt = § —wR aufT§ .,
0 auf sirrer, 0 auf I'sgirrer

40



3.6 Algorithmus

Zusammenfassend sei hier der prinzipielle Ablauf der Matlab-Funktion main.m in Pseudocode
gegeben, wobei die Diskretisierung der Differentialoperatoren in Subfunktionen geschieht.

Algorithmus 1 Ablauf des Programms main.m (Pseudocode)

Input: Setzen der Simulationsparameter in inputfile.m
Output: Simulationsergebnis im Ordner output/
Setze t :==0,n:=0,0t, N
Initialisiere U/, US,, Prot, ky €, my
Berechne Geometrie wie in 3.1 beschrieben
while t < T, do

//RANS:
Setzen der RB fir U"™ und U9 wie in Kapitel 3.3.1 bzw. 3.5

"ot rot

Berechne F(™ und G(™ nach Gleichung (20) bzw. (21)
Aufstellen der rechten Seite %" nach (28)

Lose die PPE: APMTY = P

rot

Berechne VP(nH)

rot

Berechne U:O(tnﬂ) und Ui(tnﬂ) nach (26) bzw. (27)
/ /k-eps Modell:
Setzen der RB fiir k(™ und (™ durch Auswertung der Wandfunktion nach 3.3.2

Berechne Frobenius Norm des Spannungstensors T;,nﬂ) nach (23)
)
rhs® := —RF + 7. T;,"Jrl) — (™ mit RF nach (24)

rhs¢ := —R¢ + %k(") . T](;”J“l) — c2 E(szf)"), mit R nach (24)
kD) = k() 4 5t - rhst
et .= e(n) 4§t . rhse

//Momentengleichung;:

Setzen der RB fiir ml(n) wie in Kapitel 3.3.3
Berechnung der ortsabhingigen Quellterme S nach (15)

for 1=1:2N do
rhs™ ;= —R™ 4+ S mit R™ nach (24)
end for
for 1=1:2N do
ml(m_l) = ml(n) + &t - rhs™
end for
t:=1t+ 6t
n:=n+1
end while

Riicktransformation nach (18) und (30) sowie Berechung von dsz und ¢ nach (16)
Postprocessing, Visualisierung
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4 Numerische Tests

Zur Validierung der Implementierung sollen an dieser Stelle einige numerische Testrechnungen
vorgestellt und physikalisch interpretiert werden. Hierfiir ist es zunéchst notwendig, verschie-
dene Parameter fiir die Simulation zu setzen. Die Abmafe eines typischen Riihrers sowie
Stoffparameter konnen Tabelle 1 entnommen werden. Diese werden im inputfile zu Beginn
einer Simulation gesetzt (siehe Anhang C.1).

’ Parameter ‘ Wert
Radius des Riihrergehauses R =0.075m
Innenradius r1 = 0.02m
Radius der Rihrbléatter r9 = 0.04m
Drehgeschwindigkeit w= 0.5%
Geschwindigkeit an Spitze des Riihrblatts | u, = 0.02%
Kinematische Viskositét ViWasser = 10’6”172
Zeitschrittweite 5t =10"5s
Simulationszeit Tena = 0.0015s
Diskretisierung eines Riihrersegments 100 x 150

Tabelle 1: Setzen verschiedener Parameter fiir die Simulation.

Um eine Vergleichbarkeit der Ergebnisse unabhéngig von der Dimension des Riihrers zu erhal-
ten, wird iiblicherweise die Reynolds-Zahl definiert. Hierfiir wird eine charakteristische Lange
sowie eine charakteristische Geschwindigkeit benétigt. Fiir das Problem des zweidimensionalen
Riihrers wird in der Literatur einheitlich folgende Reynolds-Zahl verwendet:

w- D?

Re : , mit D := 2y,
v

so dass als charakteristische Geschwindigkeit die Drehgeschwindigkeit des Riihrers gewéhlt
wurde und als charakteristische Lange der Durchmesser des Riihrstabs. Die Reynolds-Zahl ist
somit dimensionslos. Mit den in Tabelle 1 gewahlten Parametern ergibt sich somit Re = 3.200
fiir den ersten Testfall bei einer maximalen Geschwindigkeit an der Spitze der Riihrblétter
VO Uty = W+ Ty = 0.02%.

Fiir die nachfolgende Visualisierung wurde PARAVIEW [13| verwendet.

4.1 Simulationsergebnisse fiir Re = 3.200

An dieser Stelle werden Simulationsergebnisse im niedrigen Reynoldszahlbereich zu verschie-
denen Zeitpunkten préasentiert. Hierfiir wurde die Simulation mit konstanter Drehgeschwin-
digkeit w = 0.5% durchgefiihrt, was 30 Umdrehungen pro Minute entspricht. Auf Grund des
sehr kleinen Zeitschritts wurde ein Simulationsdauer von 0.0015s gewéhlt.
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velocity Magnitude velocity Magnitude

2004 0008 0012 2018 002 0004 0008, 0012 B0l 002
1.886-05 0.020592 1.886-05 0.020592

velocity Magnitude velocity Magnitude
0004 0Q08 0012, 2016 002 0.004, 0008, 0012 2016, 002
1.88e-05 0.020592 1.88e-05 0.020592

Abbildung 11: Betrag der Geschwindigkeit zu den Zeitpunkten #; = 0.0003s, t2 = 0.0006s,
t3 = 0.00105s und t4 = 0.0015s bei einer konstanten Drehgeschwindigkeit von w = 0.5%

Die numerischen Ergebnisse in Abbildung 11 zeigen zunéchst, dass die fiir die Geschwindig-
keit vorgegebenen Dirichlet-Randbedingungen korrekt eingehalten werden: Am Riihrergehéuse
liegt wegen der Wandhaftbedingung keine Geschwindigkeit vor und auf Grund der Drehge-
schwindigkeit von w = 0.5 Umdrehungen pro Sekunde liegt an der Spitze der Riihrbldtter eine
maximale Geschwindigkeit von u;, = 0.027 vor.

Dariiber hinaus ist das zeitliche Verhalten der Stromung innerhalb des Riihrbehélters gut zu
erkennen. Zu Beginn liegt mit Ausnahme der direkten Umgebung der Riihrblétter keine Ge-
schwindigkeit vor. Nach einiger Simulationszeit induziert die Bewegung des Riihrstabs eine
Bewegung des Fluids. Beim Auftreffen der Riihrblétter auf das Fluid sind im Wesentlichen
zwei Effekte zu beobachten: Zum einen entsteht durch das Verdréngen des Fluids vor dem
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Riihrblatt eine Geschwindigkeit in radiale Richtung und zum anderen ist eine Riickstromung
hinter dem Riihrblatt zu erkennen. Insbesondere die radiale Geschwindigkeit ist fiir die Ver-
mischung wéihrend des Riihrvorgangs verantwortlich.

4.2 Simulationsergebnisse fiir Re = 12.800

Um in den Giiltigkeitsbereich des k- Modells zu kommen, aber auch aus Sicht der Anwendung,
ist man an deutlich héheren Reynolds-Zahlen interessiert. Dies fiihrt allerdings auch zu nume-
rischen Instabilitdten, weshalb es sich als notwendig erwiesen hat, die Drehgeschwindigkeit des
Riihrstabs langsam hochzufahren. Wie Abbildung 12 zu entnehmen ist, wurde die Simulation
in den hier préasentierten Testfdllen mit einer Drehgeschwindigkeit von w = 0.5% gestartet
und linear auf w = 2% erhoht. Dies entspricht einer maximalen Drehgeschwindigkeit von 120
Umdrehungen pro Minute. Dabei ist insbesondere zu beachten, dass sich die RANS-Gleichung
im gedrehten Koordinatensystem um einen nicht verschwindenen Term @ X 7 erweitert (vgl.
Kapitel 3.5). Die restlichen Parameter blieben im Vergleich zu 4.1 unveréindert.

257

1.57

jury
T

0.5

Drehgeschwindigkeit

0 . | .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Simulationszeit T x10°

Abbildung 12: Lineares Hochfahren der Drehgeschwindigkeit w auf maximal w = 27

In Abbildung 13 ist erneut das Geschwindigkeitsfeld im Riihrer zu verschiedenen Zeitpunkten
geplottet. Im Vergleich zu den numerischen Ergebnissen bei Re = 3.200 ist festzustellen, dass

velocity Magnitu o

velocity de
001 oo 00 0% 202
[ — ! ] | i

8.33e-06 0.040949 1.98e-05 0.067718 0.00158

P P P

Abbildung 13: Betrag der Geschwindigkeit zu den Zeitpunkten # = 0.0003s, 2 = 0.0006s und
t3 = 0.0021s, wobei die Drehgeschwindigkeit auf maximal w = 2% erhoht wurde.

de
QP& 0.04
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sich bei hoheren Reynolds-Zahlen insbesondere grofere Radialgeschwindigkeiten am Riithrstab
entwickeln, die durch Konvektion zu héheren Geschwindigkeiten im Bereich des Riihrergehau-
ses fiihren.

In Abbildung 14 sind aufserdem Ergebnisse fiir £ und ¢, die durch Lésen der Transportglei-
chungen des k-e¢ Modells berechnet wurden, grafisch dargestellt. Es ist zu erkennen, dass sich
beide Grofsen erst im Bereich hoherer Reynolds-Zahlen ausbreiten.

Da beide Grofen zunéchst keine physikalische Entsprechung haben, ist hier die weitere Vali-
dierung durch Vergleich mit Messwerten erforderlich. Es ist dennoch festzustellen, dass sich
Turbulenz offenbar zuerst im Bereich der Riihrblatter ausbreitet.

Tub Turb Turb
0.1 0104 0108 0112 0116 01 0104 0108 0112 0.116 0.1 0104 0108 0112 0116
LT oAl AT T ARk T

0.099884 0.118005 0.099884 0.118005 0.099884 0.118005

L.

eps eps

01 on’ . . . .
] i

|
0.09874 012606 0099874 012606

o«

Abbildung 14: Werte der turbulenten kinetischen Energie k& (oben) sowie der Dissipationsrate e
(unten) zu den Zeitpunkten # = 0.0003s, t, = 0.0006s und t3 = 0.0021s
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5 Zusammenfassung und Ausblick: Steuerung der Drehgeschwin-
digkeit w

In dieser Bachelorarbeit wurde zunéchst in Kapitel 2 eine mathematisch vollstandige Beschrei-
bung des Stréomungsverhaltens eines Gemischs aus einer dispersen und einer kontinuierlichen
Phase in turbulenter Stromung hergeleitet. Hierzu wurde die Navier-Stokes Gleichung her-
geleitet und durch Anwendung eines Filter-Operators zur Reynolds-Averaged-Navier-Stokes
(RANS) Gleichung erweitert, die das Stromungsverhalten in turbulenter Strémung model-
liert. Um die RANS-Gleichung abzuschlieften wurde das k-e Turbulenzmodell eingefiihrt, das
aus zwei skalaren Transportgleichugen fiir die turbulente kinetische Energie & und dessen Dis-
sipationsrate € besteht.

Zur mathematischen Beschreibung der dispersen Phase wurde ebenfalls eine Populations-
Bilanz Gleichung (PBE) fiir die sogenannte Anzahl-Dichtefunktion ¢ entwickelt. Diese be-
schreibt die mittlere Partikelgrofe zu festem Ort und Zeit und gibt somit die Verteilung der
Tropfen der dispersen Phase innerhalb des Gemischs an. Zur Losung der PPE wurde die
Quadratur-Momenten-Methode (QMOM) vorgestellt und implementiert. Dabei wird die PPE
in ihren Momenten geldst und in der rechten Seite ein Tropfenmodell nach Coulaloglou und
Tavlarides verwendet, das den Zerfall und die Koaleszenz von Tropfen wahrend des Mischvor-
gangs beschreibt. Diese Quellterme wurden in Abschnitt 2.3.2 diskretisiert.

Insgesamt wurde ein System aus fiinf gekoppelten partiellen Differentialgleichungen hergelei-
tet, dass sowohl das turbulente Strémungsverhalten des Gemischs als auch die Verteilung der
dispersen Phase modelliert.

Darauf aufbauend wurde ein Algorithmus entwickelt, der die zuvor hergeleiteten Gleichungen,
angewandt auf einen vereinfachten zweidimensionalen Riihrer, numerisch 16st. Dazu wurde
zunéchst ein Gittergenerierer entwickelt und die verwendeten Gleichungen in Polarkoordina-
ten formuliert. In Abschnitt 3.2 ist mit Hilfe der Finite-Differenzen Methode eine vollstandige
Ortsdiskretisierung der RANS-Gleichung sowie der skalaren Transportgleichungen in Polar-
koordinaten gegeben. Fiir die Zeitintegration beider Gleichungen wurde im Falle der RANS-
Gleichung die sogenannte Druck-Poissongleichung hergeleitet und numerisch gelést und im
Falle der skalaren Transportgleichungen die explizite EULER-Methode verwendet.

Dariiber hinaus wurden in Kapitel 3 Randbedingungen fiir das spezielle Problem des zweidi-
mensionalen Riihrers vorgegeben und eine Methode prasentiert, mit deren Hilfe das Drehen
des Riihrstabs algorithmisch realisiert werden kann.

Die numerischen Tests in Kapitel 4 zeigen fiir das Stromungsverhalten des Gemischs sehr
gute Ergebnisse fiir Simulationen im kleinen Reynoldszahlbereich. Diese wurden in dem pra-
sentierten Testfall bei einer konstanten Drehgeschwindigkeit von w = 0.5% und Re = 3.200
erreicht.

Um grofsere Reynolds-Zahlen zu erreichen ist es notwendig die Drehgeschwindigkeit des Riih-
rers langsam zu steigern. Dennoch treten numerische Instabilitdten bei der Berechnung auf.
Diese machen es notwendig mit zum Teil sehr kleinen Zeitschritten und einer feineren Orts-
diskretisierung zu arbeiten.

In anschliefsenden Arbeiten wére daher zunéchst zu evaluieren, in wie fern beispielsweise eine
implizite Zeitintegration oder der Einsatz von Mehrschritt-Verfahren zu einem stabileren Al-
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gorithmus fithrt und gleichzeitig die Wahl eines grofseren Zeitschritts ermdoglicht. Dies ist aus
Sicht der Anwendung wiinschenswert, da sich so effizienter langere Simulationszeiten erreichen
lassen, so dass mehrere Umdrehungen des Riihrstabs simuliert werden kénnen. Hierfiir sind
dann auch erste Ergebnisse fiir die Verteilung des Sauter-Durchmessers und dessen Varianz zu
erwarten, die im Rahmen dieser Bachelorarbeit zwar berechnet wurden, aber keine zeitliche
Entwicklung zeigten.

Eine weitere Anwendung des entstandenen Stromungslosers, die auch Gegenstand aktueller
Forschung ist, liegt in der Kontrolltheorie [26]. Aus ingenieurwissenschaftlicher Sicht ist es
in vielen Anwendungen wiinschenswert, einen bestimmten Sauter-Durchmesser dza bei klei-
ner Varianz o im Riihrer zu erhalten. Fasst man diese beiden Gréfen als Ausgangsgrofien des
Riihrsystems auf, so kann man analog die Drehgeschwindigkeit w als Eingangsgrofe verstehen.
Gesucht ist also eine Steuerung fiir die Drehgeschwindigkeit w, so dass im Grenzfall folgendes

gilt:
d32 d32
kil
Das soeben beschriebene Kontrollproblem ist in Abbildung 15 grafisch dargestellt. In einer wei-
terfithrenden Arbeit ist also die Entwicklung effizienter Kontrollalgorithmen sowie der Entwurf
eines Reglers zur Kontrolle des Sauter-Durchmessers durch Vorgabe der Drehgeschwindigkeit

zu untersuchen. Die Arbeit von [10] hat hierbei gezeigt, dass die Kopplung eines Stromungs-
l16sers mit einer Kontroll-Einheit moglich ist.

Rilhrersystem

—L @

¥

Regler -t

Abbildung 15: Steuerung der Drehgeschwindigkeit w
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A Mathematischer Anhang

An dieser Stelle seien aus Griinden der Vollstandigkeit zwei zentrale Sétze der mehrdimensio-
nalen Analysis angegeben, die fiir die Herleitung in Kapitel 2 verwendet werden. Die Sétze
sind den Standardwerken [15, 42| entnommen.

A.1 Der Gauls’sche Integralsatz

Es sei  C R? kompakt mit abschnittsweise glattem Rand 92, der Rand sei orientiert durch ein
aufseres Normalen-Einheitsfeld 7i. Ferner sei die vektorwertige Funktion f : Q@ — Q, 7 — f(%)
stetig differenzierbar. Nach [15, Kap. 12, Satz 12.4] gilt dann die folgende Beziehung:

/divde: f.ids.
Q N

A.2 Das Reynolds’sche Transporttheorem

Das Reynolds’sche Transporttheorem ist zum Beispiel in [42, Satz 1.3.1] zu finden und besagt,
dass fiir eine differenzierbare skalare Funktion f : Q x [0, Teng] — R, (Z,t) — f(Z,t), die
sowohl vom Ort als auch von der Zeit abhéngt, gilt:

jt/ﬂf(y‘c’,t) dV:/Q<gtf+div(fﬁ)> (7,1) V.
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B Der PD-Algorithmus

Der in Kapitel 2.3.1 erwidhnte PD-Algorithmus zur Bestimmung von Abszissen und Momenten
aus vorgegebenen Momenten ist der Arbeit [24] entnommen und wird hier als Pseudocode zur
Vervollstandigung angegeben.

Algorithmus 2 Der PD-Algorithmus (Pseudocode)
2N)

Input: Momente m(l), ey m!
Output: Gewichte wy, ...,wy und Abszissen &1, ..., , &N

1.Schritt: Konstruktion der Matrix P € R2V+1L2N+1
Erste Spalte: P[i,1] :=4d;1, i€1,..,2N+1
Zweite Spalte: P[1,2] :== m®M) und P[:,2] := (=1)""'m{), €2, 2N +1
for j=3:2N+1 do

for i=1:2N+2-j do

P[Za]] = P[]-a]_1]*P[Z+]—7]_2]_P[1)]_2]*P[Z+1)]_1]

end for

end for

2.Schritt: Berechnung der Koeflizienten a;
Setze ag := 0 _
Berechne a; 1= % i€2,...,2N +1
3.Schritt: Konstruktion der Tridiagonalmatrix 7" € RV
for i=1:N do

alt] == agi—1 - oy
end for
for i=1:N-1 do

i) = /@@t
end for
T := diag(a,0) + diag(b,1) + diag(b, —1)

4.Schritt: Berechnung von w; und &; aus Eigenpaaren von T
Berechne alle Paare (A;, v;) € R x RN : Tu; = \ju;, i €1,...,N

return §&; := )\, w; = m). vil1]?

Die Korrektheit des Algorithmus’ kann leicht iiberpriift werden, indem man aus vorgegebenen
Momenten die Abszissen und Gewichte nach dem PD-Algorithmus berechnen und anschlie-
fsend, geméf Formel (14), die vorgegebenen Momente reproduziert.
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C Kleines Solver-Handbuch

Dieser Bachelorarbeit ist eine CD mit dem kompletten Quellcode in MATLAB R2010B bei-
gelegt. Um die Benutzung des Programms besser zu verdeutlichen, ist an dieser Stelle das
Inputfile sowie die Datei main.m angehangen. In dem Inputfile kénnen alle Parameter ge-
setzt werden, die die Simulation beeinflussen. Dazu gehoren sowohl Stoffwerte der simulierten
Fliissigkeit als auch Geometriedaten und Netzparameter des Riihrers sowie verschiedene Simu-
lationsparameter. Nachdem im Inputfile alle Werte gesetzt sind, kann eine Simulation durch
Eingabe von »main in der Matlab-Konsole gestartet werden. Die Datei main.m ist im We-
sentlichen so aufgebaut wie in Kapitel 3.6 beschrieben. Es ist zu beachten, dass in der Datei
gohome .m der aktuell Verzeichnispfad gesetzt werden muss. Der entstandene Output liegt im
Verzeichnis /output und kann mit dem Programm PARAVIEW visualisiert werden. Auf der
CD ist das SetUp aus Kapitel 4.1 eingestellt.

C.1 inputfile.m

% simulation
restart = 0; % new calculation (0) or restart with saved data (1)

%% turbulent modelling

cmu=0.09; % parameter of the k-eps model
ceps=0.07; % parameter of the k—-eps model
cl=0.126; % parameter of the k-eps model
c2=1.92; % parameter of the k-eps model

%% geometry params

R=0.15/2; % radius of the tank
r2=0.08/2; % radius of the stirrer
r1=0.04/2; % radius of the hub

%% spatial discretization

75=6; % # Segments (1-6)

Nr = 100; % # cells in r-direction

Nphi=150; % # cells/segment in theta direction

plotOn = 0; % plot or no plot

invTrafo = 1; % visualization in cartesian (1) or polar (0) coordinates

%% temporal discretization
tE = 0.0015;
kEnd=150;
nClk = 1;
small=10"-15;

end time

# inner iterations

# of clicks per timestep
to avoid deviding by =zero

o° o o° o°

%% pressure iteration
tolPPE = le-3;
itPPE = 20000;
relPar = 1.5;

tolerance for the relative error in the PPE iteration
max # iterations in the PPE
relaxation parameter

o° oo oe

%% flow properties
nu = le-6;
phi = 0.1;

kin. viscosity of the mixture (water)
disperse phase rate

o° o
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%% drop size simulation

QMOMon = 0; drop size simul on (1) or off (0)

phid=0.1; disperse phase rate
dpmax=10"-3; maximum drop diameter
Nmom=2; compute first 2*Nmom moments
rho=1000; density (of water)

sigg=32e-3;
mue=le-3;
clb=6.14e-4;
c2b=5.70e-2;
clc=1.50e-4;
c2c=2.56el2;
saut0=200*10"-6;
sig0=100*10"-6;

interfacial tension
dyn. viscosity of the continious phase
free params of the

drop breakage and coalescence

model by Coulaloglou

and Tavlarides
initial value for Sauter diameter
initial value for sigma

o o0 o° A o A o° O o o o° o° o

%% derived quantities
Lphi = pi/3*ZS;

o

simulation length
gohome, cd data

save meshParams.mat ZS Lphi R r2 rl Nr Nphi plotOn invTrafo
save ppeParams.mat tolPPE itPPE relPar

save timestepParams.mat tE kEnd nClk small Nmom QMOMon

save simParams.mat restart cmu ceps cl c2

save flowParams.mat nu phi

save dsdParams.mat phid dpmax Nmom rho sigg mue clb c2b clc c2c saut0 sig0

C.2 main.m

gohome;
clear all;
setpath;

%% Init
fprintf (' Reading input data... \n’);
w0 = 0.5;

dt = 0.0000001;
wDot = 1000;

the stirrer velocity

defines the timestep

accelaration of the stirrer

inputfile; reads input params

initGeo; mesh generation

[uR,uTh, p, tke, tDiss, saut0,sig0, rhsMom, mom, t, swt,RES] = rotInitSim(wO0);
setGeo (swt) ;

o° o° o o° o°

%% outsourcing for speed-up

fprintf (Build constant matrices for speed-up... \n’);
APpe = getAPpe; % constant Laplace matrix
SbreakData=InitSbreak () ; % create lookup-table for integral term in S_break

fprintf (' \n\nStart time loop \n’);

load timestepParams

for part = 1:10
for k = 1:kEnd
fprintf (' Zeitschritt: t=%4d s \n’,t);
[w,Re] = stirrerSpeed(w0,t,wDot,r2,R,nu);
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wAcc = wAccUTh (wDot); %acceleration due to changes in rotational speed
[uR, uRGB, uRGU, uTh] = rotSetVelBcs (uR,uTh,w);

[uRHat,uThHat, ~, ~]=rotCompUHat (uR, uTh) ;
% RANS:

[k

[gTkeF, gTkeG]=gradk (tke) ;
[ddF,ddG]=turbDiffVel (uR,uTh, tke, tDiss);
F=uR+dt* ((-2/3) *gTkeF+ddF+2*w*uThHat-kF) ;
G=uTh+dt* ((-2/3) *gTkeG+ddG-wAcc-2*w*uRHat-kG) ;

[Fb,Gb]=setBcsFG(F,G,uR,uTh);

% Solve pressure Poisson equation
rhsPP = rhsPPE (Fb, Gb) ;

[p,res] = solPpe (p,APpe,1l/dt*rhsPP);
RES=[RES res];

[9PR, gPTh] = gradP (p);

uR = F-dt*gPR;
uTh = G-dt*gPTh;

[uR, uRGB, uRGU, uTh] = rotSetVelBcs (uR,uTh,w);

%% k—-eps turbulence model:
[

uRHat,uThHat, uThHatGB, uThHatGU]=rotCompUHat (uR, uTh) ;

tDiss (tDiss<small)=small;
nuT=cmu*tke.”2./tDiss;
tke (tke<small)=small;

% boundary conditions
[tkeR1l, tkeR2, tkeGB, tkeGU, tDissR1l, tDissR2, ...

tDissGB, tDissGU, nuTR1l, nuTR2, nuTGB, nuTGU]=wallFunction (uR,uTh, nu, cmu, tke, tDiss) ;

strTens=stressTensor (uR, uTh, uRHat, uThHat) ;

[}

% spatial discretisation

rhsk = -KonvScal_keps (tke,uR,uTh,tkeR1l, tkeR2, tkeGB, tkeGU) + (nuT/2) .*strTens+. ..
DivGrad_keps (nuT, nuTR1l, nuTR2, nuTGB, nuTGU, tke, tkeRl, tkeR2, tkeGB, tkeGU) —. ..

tDiss;

rhstDiss = —-KonvScal_keps (tDiss,uR,uTh,tDissR1l,tDissR2,tDissGB,tDissGU)+...
(cl/2)*tke.*strTens+DivGrad_keps (ceps/cmu*nuT, ceps/cmu*nuTRl, ...
ceps/cmu*nuTR2, ceps/cmu*nuTGB, ceps/cmu*nuTGU, tDiss, tDissR1l, tDissR2, tDissGB, tDissGU) -

c2*tDiss.”2./tke;
% explicite Euler method
tke = tke + dt*rhsk;
tDiss = tDiss + dt*rhstDiss;

%% QMOM:
if QMOMon == 1 && k==kEnd

o)

[xi,omega]=PDalgoInSpace (mom); % mom —--> xi,

S=Sourceterms (xi, omega, SbreakData, tDiss);

92

F,kG]=upwindKonvVel (uR, uRHat, uTh,uThHat, uR, uRGU, uRGB, uRHat, uTh, uThHat) ;

[uR uTh] *k+1



83 % spatial discretisation

84 tDiss (tDiss<small)=small;

85 nuT=cmu*tke.”2./tDiss; %update: nuT’ k+1

86 for kkk=1:2*Nmom

87 rhsMom(:, :,kkk)=S(:, :,kkk)-DivScalMom (uR,uTh, mom(:, :,kkk))+...
88 DivGradMom (nuT, nuTR1, nuTR2, nuTGB, nuTGU, mom (:, :,kkk));
89 end

90

91 % explicite Euler method

92 for kkk=1:2*Nmom

93 mom (:, :, kkk)=mom(:, :,kkk)+kEnd*dt*rhsMom (:, :, kkk) ;
94 end

95 end

96

97 t = t+dt;

98 end

99

100 %% Postprocessing + plots

101 [uThInit,pInit] = invRotVar (uTh,p,w);

102 writeOutput (uR,uThInit,pInit, part);

103 addScal2plot (tke,part,0);

104 addScal2plot (tDiss,part,1);

105 if QMOMon == 1

106 [saut, sig]l=invMomToSautSig (mom) ;

107 addScal2plot (saut, part,2);

108 addScal2plot (sig, part, 3);

109 end

110

111 gohome;

112 cd data

113 save restart.mat uR uTh p t w tke tDiss swt RES saut sig mom rhsMom
114 fprintf (' %$4d %% of interations completed \n’, 10*part);

115 fprintf (' Re number: Re=%i \n\n’,Re);

116 end

117 gohome;
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