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Die Modellierung geschieht in Projektarbeit
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Ziel meiner Bachelorarbeit

Ziel:

Modellierung und Simulation der dispersen Phase (rot)
während des Mischvorgangs in einem Rührer

Beschreibung des Strömungsverhaltens im Rührer mit den
Navier-Stokes Gleichungen
Modellierung der dispersen Phase durch eine
Populations-Bilanz Gleichung
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Überblick

Mathematische Beschreibung des Strömungsverhaltens sowie der
Tropfenverteilung der dispersen Phase durch ein System aus
gekoppelten partiellen Differentialgleichungen:

Zusammenfassung

∂

∂t
~U + (~U ·∇)~U +∇P +

2
3
∇k − div(ν∗(∇~U +∇~UT )) = 0, (1)

div ~U = 0, (2)
∂

∂t
k + ~U ·∇k − νT

2
‖∇~U +∇~UT‖2F − div(νT∇k) + ε = 0, (3)

∂

∂t
ε+ ~U ·∇ε− c1

2
k‖∇~U +∇~UT‖2F − div(

cε
cµ
νT∇ε) + c2

ε2

k
= 0, (4)

∂

∂t
m(l) + div(~Um(l))− div(νT∇m(l)) = S (l). (5)
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Die Navier-Stokes Gleichungen

Die Reynolds-Averaged-Navier-Stokes (RANS) Gleichungen

Beschreibung des Strömungsverhaltens inkompressibler Newton
Fluide in turbulenten Strömungen durch die RANS Gleichungen:

∂

∂t
~U + (~U ·∇)~U +∇P +

2
3
∇k − div(ν∗(∇~U +∇~UT )) = 0, (1)

div ~U = 0. (2)

Dabei werden die folgenden physikalischen Größen eingeführt:
~U : Ω× T → R2,3 mittlere Geschwindigkeit,
P : Ω× T → R mittlerer Druckwert,
ν∗ beinhaltet die turbulente kinematische Viskosität.

Dieses System kann durch das k-ε Turbulenzmodell abgeschlossen
werden.
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Modellierung der dispersen Phase

Die Anzahl-Dichtefunktion Q : Ωe × Ω× [0,Tend ]→ R beschreibt
die Tropfenanzahl der dispersen Phase, so dass:

Ndrops(t) =

∫
Ω

∫
Ωe

Q(dp,~x , t) ddp d~x .

Hierbei ist Ωe = [0, dmax ] der Raum der Eigenschaftskoordinaten.

Populations-Bilanz Gleichung (PBE)

Die disperse Phase wird durch eine Transportgleichung für die
Anzahl-Dichtefunktion Q beschrieben:

∂Q
∂t

+ div(~UQ)− div(νT∇Q) = S . (5a)
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Die Quadratur-Momentenmethode

Charakterisiere Q durch seine ersten l Momente:

m(l)(~x , t) :=

∫ ∞
−∞

d l
p · Q(dp,~x , t) ddp =

∫ dmax

0
d l
p · Q(dp,~x , t) ddp, l ∈ N0

Integration von Gleichung (5a) und Multiplikation mit d l
p führt auf:

∂

∂t
m(l) + div(~Um(l))− div(νT∇m(l)) = S (l), l ∈ N0 (5b)

wobei für den Quellterm S (l)(dp) :=
∫ dmax
0 d l

p · S(dp) ddp gilt.

Da Q unbekannt ist, nutze numerische Quadratur im Eigenschafts-Raum:∫ dmax

0
d l
p · Q(dp,~x , t) ddp =

∫ dmax

0
d l
pdν~x ,t(dp) ≈

N∑
α=1

ωα(~x , t) ξlα(~x , t).
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Modellierung des Quellterms S(l )

Die rechte Seite der PBE modelliert Tropfenzerfall und Tropfen-
vereinigung (Koaleszenz):

S (l)(dp) = S (l)
break(dp) + S (l)

coal (dp)− D(l)
break(dp)− D(l)

coal (dp)
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Modellierung des Quellterms S(l )

Basierend auf experimentellen und analytischen Untersuchungen
ergeben sich die Quellterme zu:

Sbreak(dp) =

∫ dmax

dp

n(d
′
p)β(dp, d

′
p)κ(d

′
p)Q(d

′
p) dd

′
p,

Dbreak(dp) = κ(dp)Q(dp),

Scoal (dp) =
1
2

∫ dp

0
ψ(d

′
p, d

′′
p )Q(d

′
p)Q(d

′′
p ) dd ′p, d

′′
p := 3

√
d3
p − d ′

p
3

Dcoal (dp) = Q(dp)

∫ 3
√

d3
max−d3

p

0
ψ(dp, d ′p)Q(d ′p) ddp.

n - Anzahl von Tochtertropfen,

β - Zerfalls-Wahrscheinlichkeit eines Tropfens d ′p zu dp,

κ - Wahrscheinlichkeit des Tropfenzerfalls,

ψ - Wahrscheinlichkeit für Koaleszenz zweier Tropfen.

Manuel Baumann Modellierung von Dispersionen



Einleitung Math. Modellierung Numerische Methoden Numerische Tests

Ein 2D-Rührermodell

Die numerische Simulation wurde für einen vereinfachten, zwei-
dimensionalen Rührer durchgeführt:

Beschreibung des Rührers durch:
R - Radius Rührergehäuse,
r1 - Innenradius,
r2 - Länge der Rührblätter,
ω - Drehgeschwindigkeit.

Die Geometrie des Rührers kann in Polarkoordinaten beschrieben
werden.
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Ein 2D-Rührermodell

In Polarkoordinaten ist der Rührer ein rechteckiges Gebiet (links).

Die Koordinaten-Transformation

Φ : [r1,R]× [0, 2π)→ R2, Φ(r , θ) =

[
r · cos θ
r · sin θ

]
repräsentiert den Rührer in kartesischen Koordinaten (rechts).
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Die Finite-Differenzen-Methode

Partielle Ableitungen werden durch so genannte ”finite Differenzen”
approximiert:

Sei f : R× R→ R, dann(
∂f
∂r

)
i ,j
≈

fi+1,j − fi−1,j

2hr
,(

∂f
∂θ

)
i ,j
≈

fi ,j+1 − fi ,j−1

2hθ
.
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Numerische Test - SetUp

Simulationsergebnisse:

Parameter Wert
Radius des Rührergehäuses R = 0.075m
Innenradius r1 = 0.02m
Länge der Rührblätter r2 = 0.04m
Drehgeschwindigkeit ω = 0.51

s
Zeitschrittgröße δt = 10−6s
Simulationszeit Tend = 0.0015s
Gitterpunkte pro Sechstel 100 x 150

Dies führt zu einer maximalen Geschwindigkeit an der Spitze der
Rührblätter, utip = 0.02m

s , bei einer Reynolds-Zahl von

Re :=
ω · (2r2)2

ν
= 3.200
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Simulationsergebnisse für Re = 3.200
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Simulationsergebnisse für Re = 12.800

Für höhere Reynolds-Zahlen wird die Drehgeschwindigkeit ω
sukzessiv erhöht um numerische Instabilität zu vermeiden:
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Vielen Dank an Prof. Volker Mehrmann und
Jan Heiland für die Betreuung.

Gibt es Fragen / Anmerkungen ?
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